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UNE APPLiaVTION 



DES TRANSVERSALES RÉCIPROQUES 

par M. Delassus, élève à l'École Normale supérieure. 



Laguerre a propqsé autrefois, dans les Nouvelles Annales{*)^ 
sous le n<* 1341, une question énoncée dans la forme suivante : 

D'un point donné M, on abaisse les normales à une conigiie; 
soient a^, a^ deux quelconques des pieds de ces normales, oL^jlepied 
de la perpendiculaire abaissée du point M sur la corde a.a,., et S. 
le conjugué harmonique du point a^y relativement aux points a-, a^. 

Il y a six points p^j : démontrer qu'ils sont les sommets d'un 
quadrilatère complet. 

Quelle est la propriélé nnalogue relativement à une surface du 
second ordre ? 

Une solution de ce problème a été publiée {loc, cit. ; p. 47S); 
mais le principe des trans- 
versales réciproques fournit, 
pour la première partie, une 
autre solution beaucoup plus 
élégante, que nous allons 
faire connaître. 

Soient MA, MB deux des 
normal'es issues de M; les 
tangentes en A et B se cou- 

riiV. A.; 1880, p. 144. 
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pent en [A ; le quadrilatère (xAMB estinscrîptible à un cercle , 
ayant pour centre le milieu de M|x ; d'oii il résulte que M et [a 
se projettent, sur AB, en deux points P, P'^ isotomiques (*). 
SoitQi le conjugué harmonique de P^, par rapport à AB; 
alors \kP\ est la polaire de Q\. D'ailleurs, si Ton considère une 
troisième normale MG; (xF et les deux autres droites analogues 
concourent au même point, en vertu de la propriété élémen- 
taire suivante : 

Etant donné un triangle ABC ; si, d'un point M, pm dans son 
plan, on abaisse des perpendiculaires MPi, MP,, MPj, sur ses 
côtés; les perpendiculaires élevées, à ces mêmes côtés, aux points 
isotomiques, concourent en un même point, symétrique de M par 
rapport au centre du cercle circonscrit à ABC. 

D'après cela, Qi et les deux points analogues, relatifs aux 
côtés AG, BG, sont trois points situés sur une droite A. Soit Qi 
risotomique de Qi; alors Q^ est'le conjugué harmonique de Pi, 
sur AB. Il ne reste plus à observer que Qj et les deux points 
analogues, appartiennent à une même droite A', transversale 
réciproque de A, par rapport au triangle ABG; et le théorème 
en question se trouve établi. 



DÉTERMINATION DES FOYERS D'UNE CONIQUE 

Par M. Moursue, ancien professeur au collège Rollin. 



On sait (**) comment on détermine, par des procédés divers, 
les équations des deux hyperboles H, H' qui, par leurs points 
communs, déterminent les foyers, réels ou imaginaires, de 
deux coniques données et qu'on nomme, pour ce motif, hyper- 
boles focales. 

Nous nous proposons de montrer, au moins à titre de curio- 



(•) C'est-à-dire en deux points symétriques par rapport au milieu de AB. 

(•*) Voyez : L. Painvin, Géométrie analytique, tome I; § 705, p. 463, 
Georges Dostor, Archiv dermathemalikundphysik, 1879. G. de Longchamps, 
Géométrie analytique, tome I, p. 311. 
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site, qu'on peut déduire les équations de ces hyperboles, des 
égalités que Ton rencontre en suivant la méthode, plus géné- 
ralement adoptée, dans laquelle on identifie Téquation générale 
des coniques : 

kjx 4- A'y« 4- 2,Wxy + 2By + iZ'x + A" = o, 
avec réquation 

{x - a)« 4- (y - p)» - {lx + my + A)% 
dite équation aux foyers. 
Les égalités, fournies par cette méthode, sont : 

I — P — /m I — m« —(a + Ih) 



e = 



(R) 



B' A' B' 

-(6 4- mh) a* 4- 6« — A» 



B A' 

Toute méthode dans laquelle on déduit, de ces relations, 
deux équations entre a, 6 et les coefficients de Téquation 
donnée, forme une solution du problème des foyers. Multi- 
plions par a les deux termes du premier rapport, par 6 ceux 
du second, par l'unité ceux du quatrième; enfin, ajoutons les 
numérateurs et les dénominateurs, nous avons 

a(i - Z«) - /w6 - (a -h Ih) - /(/a -4- m6 + A 



•J — -^ 


Aa -+- B% 4- B' 








2 




On trouverait de même : 












A — '. 


— m(la + mê H- A) , 

.1 nr ^ — 
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h(h 


+ mê 


■h h) 






^ V — 






2 ^ 




Ainsi, en posant h + m^ + 


A = 


-d. 


on a 




-Id 


— md — hd — 


- (1% 


-t- 


m& + A)d 


-d* 


-r ~ 


2 2 ^ 




A^ 


,6) 




/•(*,6) 



Gela fait, nous pouvons écrire : 

1 — /* __ I — m' _ — /m — d* _ — ^cî __ — wid 

A ~"~Â7~~"B^"7(^)~777"'T7r' 

;^« 2^^ 

En égalant le produit du troisième ^et du quatrième rapport 
à celui des deux suivants, on trouve : 
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Imd* _ Imd* 
B7(a,6) ~" 1 r,y 

4 
d'où 

(H) 4BY(a,6) = nn. 

Une autre combinaison nous donne 

(i --/«)-(r ^m^) . - rf« _ _ d(/ + m) - rf(/ - m) 

2 2 

ou — ^^ X = ^ ; 

d'où ^ 

(HO 4(A - A')/'(a,6) = t\' - r^' 

Les équations (H) et (H') représentent bien les hyperboles 
focales et, comme on vient de le constater, elles se trouvent 
ainsi, par notre analyse, découler directement des égalités (R). 



GENERALISATION 

DE LA PREMIÈRE MÉTHODE DE M. ROUCHÉ POUR TROUVER l'iNTERSEC- 
TION d'une DROITE ET d'uN HYPERBOLOÏDÉ 

Par M. Caron, maître de conférences à l'École Normale supérieure. 



Soit DD' la droite donnée. On marque, sur D, un point arbi- 
traire p, puis on considère deux génératrices de même sys- 
tème A, B de l'hyperboloïde, dont les projections horizon- 
tales passent par le point p. 

On emploie alors comme surface auxiliaire, un hyperbo- 

loïde ayant pour directrices les droites AA', BB', DD'. Les 

deux surfaces admettant deux génératrices communes de 

même système, leur intersection contiendra deux nouvelles 

, génératrices de système difTérent des deux premières. 
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Appartenant à l'hyperboloïde primitif, leurs projections 
horizontales sont tangentes au cercle de gorge. Appartenant 
aussi à rhyperboloïde auxiliaire, leurs projections horizon- 
tales passeront par un point fixe or. Gela tient à ce que l'hy- 
perboloïde auxiliaire admet déjà la génératrice verticale p, 
il en a donc une seconde tc. 

Pour trouver ce point ir, il suffit de construire deux droites 
s'appuyant sur AA', BB', DD'. 

Par exemple, le plan de bout A' coupe BB' en 66' et lOD' en 
dd\ on joint bd 6'd'. Ensuite le plan de bout B' coupe AA' en 
a,a' et DD' en rf,d', on trace a,d,a',d', Le point t: est à Tinter- 
section de 6d, ad. Il ne reste plus qu'à mener, par tt, deux 
tangentes au cercle de gorge qui couperont DD' aux points 
demandés mm' nn\ 

Remarque. — Le point tt est complètement déterminé, il est 
donc indépendant du choix particulier du point p. 

Dans la méthode de M. Rouché, le point p était pris parti- 
culièrement à rinfini sur la droite D, de telle sorte, que la 
surface auxiliaire était un paraboloïde hyperbolique. 



NOTE COMPLÉMENTAIRE 

SUR L'ÉPURE DONNÉE, EN 1887, AUX EXAMENS D'ADiMlSSION 

A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

Par M. R. Mallolzel» professeur à Sainte-Barbe. 



1. — Dans la solution donnée {Journal , août 1887) le théo- 
rème suivant a été démontré : 

Soit PQ la polaire d'un point A par rapport à une circon- 
férence. On prend un point B sur la droite P'Q' équidistante 
de A et de PQ ; par le point B, on mène une sécante variable 
BCD; on trace les droites AG, AD qui coupent la circonférence 
en E, G, la di^oite GE se déplace parallèlement à AB, quand 
la sécante BCD tourne autour du point B. 
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2. — On démontrerait, d'une façon analogue, la réciproque : 
Une sécante GEà la circonférence se déplace parallèlement 

à une direction fixe, on joint un 
point A aux points G et E; ces 
droites coupent la circonférence en 
des points G, D : /a droite CD passe 
par un point fixe. 

Ce point fixe B est sur la paral- 
lèle AI menée par le point A à la 
direction fixe GE de plus il est le 
milieu de AI, I étant sur la polaire 
du point A par rapport à la circon- 
férence. 

3. — La démonstration de ces deux théorèmes ne suppose 
en aucune façon que la courbe soit une circonférence. Il 
suffit qu'elle soit du deuxième degré. Les théorèmes I et II 
sont donc vrais pour une conique. 

Le lecteur pourra sans peine démontrer analytiquoment 
ces deux énoncés. 

4. — Revenons à Tépure. 

Si le cercle qui engendre le tore est remplacé par une conique 
quelconque la démonstration s'applique encore et les résultats 
seront les mêmes. 

On remplacera dans l'énoncé les mots : Pour déterminer sa 
directrice, on imagine la sphère, etc., par ceux-ci ; Pour déter- 
miner sa directrice, on imagine une surface du second degré dont 
une section principale coïncide avec la conique engendrant le 
tore. Prenons, par rapport à cette surface, le plan polaire du som- 
met du cône, etc. 

La projection verticale de Vintersection est une conique égale 
à celle qui engendre le tore, déplacée, parallèlement à une perpen- 
diculaire à Vaxe du tore^ d'une certaine longueur. La projection 
horizontale est un arc de parabole. 

5- — On peut modifier, ainsi, la fin de l'énoncé précédent : 

Une surface de révolution est engendrée par une conique C 

située dans un plan de front et tournant autour d'une verti- 
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cale iùz' située dans ce plan de front. On considère une courbe 

CJ égale à G' et pouvant coïncider avec 
elle par une translation parallèle à une 
perpendiculaire à taz\ Cette courbe, 
située dans le même plan que C, est 
la directrice d'un cylindre dont les 
génératrices sont perpendiculaires au 
plan vertical de projection. Ce cylindre 
œupe la surface de révolution suivant une courbe dont la 
projection horizontale est consliluée par un ou plusieurs arcs 
de paraboles. Les foyers sont toujours placés au pied de Taxe. 

6. — La même démonstration montre que ce théorème (V) 
est encore vrai, la courbe C étant quelconque. 

Cette propriété peut être énoncée autrement. L'intersection 
d'une surface de révolution dont Taxe est vertical et d'un 
cylindre à génératrices verticales et dont la directrice est 
une parabole située dans un plan horizontal, Taxe de la para- 
bole étant de front, et le foyer étant au pied de Taxe, est une 
courbe dont la projection verticale est égale à la méridienne 
de la surface. 

Nota. — Quelques-uns de ces énoncés ont fait l'objet de questions 
posées aux examens oraux d'admission à l'Ecole Polytechnique, par 
M. Tissol. 



GEOMETRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M. Emile Tifçarié. 



II 

POINTS REMARQUABLES 

Point K de Lemoine. — On nomme Point de Lemoine 
et Ton désigne ordinairement par la lettre K, le point inverse 
du centre de gravité G du triangle. Les coordonnées de ce 
point sont donc 

JOURNAL DB MATH. SP£g. — 1888. 1 
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X : y : z = a : b : c (Goordoanées normales), 
a : p : Y ~ û* •* 6* • c* (Coordonnées barycentriques). 
Ce pointa été ainsi dénommé (*) du nom du Géomètre fran- 
çais qui, le premier, en a reconnu Timportance et lui a consa- 
cré une étude spéciale dont les résultats ont été le point de 
départ des grands développements qu'a pris, dans ces der- 
nières années, la Géométrie du triangle. Pour fixer les origi- 
nes de ce point, M. Lemoine a publié une notice bibliogra- 
phique (**) d'où il suit que Simon Lhuilier, (1809). Gauss, 
Grèbe, (1847), Schlômilch, Hossard (1848), M. Catalan (1832), 
Steiner, M. Mathieu (1863), ont successivement rencontré le 
point en question, mais sans observer que les propriétés 
signalées par eux se rapportaient à un point unique. En 1873 
et en 1874, M. E. Lemoine, sans connaître les travaux anté- 
rieurs, relatifs à ce point, a d'abord retrouvé toutes les pro- 
priétés signalées par les géomètres dont nous venons de rap- 
peler les noms; il a eu, par là, le grand mérite de faire obser- 
ver que toutes ces propositions se rapportaient au même point. 
Il a ensuite donné un grand nombre de théorèmes nouveaux. 
Après les communications de M. Lemoine aux Congrès de 
Lyon et de Lille (1873-74), plusieurs géomètres ont fait l'étude 
systématique du point de Lemoine; et, depuis cette époque, 
les travaux sur ce sujet sont devenus fort nombreux (***). 

•a** ^ ■■■ I - I ^^1— I M ■ ■■! ■ «^^^^MB ■ ■■■■■■■■■■»■ ■ ^»ll, , ,. ...M ■■ ■■ 

(*) Le point de Lemoine a reçu diâérents noms. C'est ainsi qu'il a été 
successivemeot appelé centre des médianes antiparallèles par M. Lemoine 
(A. F. Lille, 1874), centre des symédianes par M. d'Ocagne (iV. A, M- 1883, 
p. 450), centre de symétrie par M. Gasey {P. L. Vol. XIV, no 214, p. 320), 
point symTnedian en Angleterre, et point de Grèbe en Allemagne. Le 
terme de point de lemoine créé par M. J. Neubeig (Af. 1884 p. 201, 
Mémoire sur le tétraèdre, 188i, p. 3) est, aujourd'hui, généralement adopté. 

(**) Associât, franc, y Grenoble 1885. 

(***) Nous regrettons que le manque de place ne nous permette pas 
de reproduire intégralement la très intéressante bibliographie donnée 
par M. Lemoine au Congrès de Grenoble (A. F, 1885). Nous y renvoyons 
le lecteur, et nous nous contentons d'indiquer ici les principaux 
mémoires se rapportant au point de Lemoine. 

E. Lemoine. — Sur quelques propriétés d'un point remarquable du 
plan d'un triangle (A. F, Lyon, 1873, p. 90-95). — Note sur un point 
remarquable du plan d'un triangle {N. A. M, 1873, p. 3)4). — Note sur 
les propriétés du centre des médianes antiparallèles dans un triangle 
M. Fy Lille 1874, p. 1165-1168). 

J. Neuberg. — Note sur le centre des médianes antiparallèles [N. C. 
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Comme on le voit, la Géométrie du triangle est d'origine 
fiançaise; et. comme Ta dit le D' Gasey (*), « M. E. Lemoine 
peut être regardé comme le fondateur de la géométrie moderne 
du triangle ». 
Voici les principales propriétés du point de Lemoine : 
1® Il est le centre de gravité du triangle formé en joignant 
ses projections orthogonales sur les trois côtés du triangle; 
Taire de ce triangle est égale à 

I2S« 



m* 



Ce triangle est parmi tous ceux qui sont inscrits au tri- 
angle de référence, celui dont la somme des carrés des côtés 
est minima ; la valeur de ce minimum est 

I2S« 

m* 
2** C'est le point dont la somme des carres des distances 
aux côtés de ABC est minima ; la valeur de ce minimum est 

m* 
3^ Il est le centre d'une conique inscrite au triangle, les 
points de contact étant les pieds des hauteurs. Cette conique 
a pour équation 

\/x cos A + v/y cos B -h \/ z cos C = o. 
4® Le point de Lemoine, et le centre de gravité du triangle 



Af, 1880 p. 364-366). — M. 18SI p. 154, 173, 185). — Mémoire sur le 
tétraèdre (Acad, royal Belgiq, 72 p. in-8». 1884) 

J. Gasey. — A Treatise on conic Sections. 1885 p. 245-259. — A Seqitel 
to Euclid, 4^ édit. 1886, p. 169-172. 

M. d'OcAGNE. — Note sur une ligne considérée dans le triangle rec- 
tiligne (/. E, 1880, p. 539). — Sur un élément du triangle rectiligne. 
(N,A, M, 1883, p. 539). — Monographie de la symédiane. (J. E 1885, 
p. 183, 193). 

H. Brocard. — Propriétés du triangle (N. G, M. 1877, p. 65, 106, 187. 
— 1880, p, 323 343, 3'J3, 425. — 1880, p. 19, 97. — Hyperbole des neuf 
points (7. S. 1884, p. 197. — lb85, p. 12, 30, 58, 104). 

A. MoREL. — Etude sur le cercle de Brocard (J. E. 1883 p. 98, 100 
170, 172, 196. 

E . ViGARiÉ. — Droites et points inverses (J. E, 1885, p. 33, 54, 76.) 

T. G. SiMMONS. — Companion toweekîy problempapers. 1883. 

(*; A Sequel to Euclid, 4- édition, 1886, p 179. 
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sont les foyers d'une ellipse inscrite au triangle, les points de 
contact étant les pieds des symédianes. Cette conique a pour 
équation 

' sin A • sin B ' sin C 

Points (Ka, Eb, Ke) algébriquement associés aux 
point de Lemoine. — Ce sont les sommets du triangle 
obtenu en menant, par les sommets de ABC, des tangentes au 
cercle circonscrit. Ils jouissent de propriétés analogues à , 
celles du point de Lemoine (*) ; nous citerons les suivantes : 

1® Les coordonnées normales absolues de Ka sont 

fl tg A , - 6 tg B, - c tg C. 

2 2 2 

2<» Les projections de Ka,sur les côtés de ABC, sont les som- 
mets d'un triangle par rapport auquel Ka est Tun des points 
algébriquement associés au centre de gravité de ce triangle ; 

3<* Lorsque A surpasse 90®, le point Ka est le point qui rend 

minimum la quantité 

t/* -f- ^* — a?*. 

Point Hq. — Ce point est Tanticomplémentaire du point 
de Lemoine et aussi la réciproque de Thortocentre ; donc : 

2 GK = GHo. 

11 a été rencontré par plusieurs géomètres (**), puis retrouvé 
par M. H. Brocard, qui en a indiqué la construction suivante : 

Sur chaque parallèle à un côté du triangle, menée par le 
sommet opposé, on projette les deux autres sommets. Les 

(*) Voir ces points : 

J. Neubbrg. — Note sur le centre des médianes antiparallèles {M, 1881, 
p. 173). 

E. Lemoine. — Sur les points associés (A. F. Blois, 188i; /. 5., 1885 
pp. 193, 217, 243.) 

E. ViGARié. — Droites et points inverses (/. E., 1885, p. 128 et 225). 

(**) Voir, à ce propos : 

R. TucKER. — Sur l'axe du point symédian (Q. /., vol. XX, n* 78). 
J. Neuberg. — E. T. Question 7819 (Juillet 1885). 
H. Brocard. — E. T, Question 8253 (Septembre 1885). 
E. V16ARIÉ. — /. E, Question 188 (Août 1885). — Sur les points com- 
plémentaires [M. 1887, p. ) 
G. BouBALs. — / S. Question 197 (Octobre 1885). 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 13 

centres des trois rectangles ainsi obtenus sont- les sommets 
d'un nouveau triangle homologique avec le premier; le centre 
d'homologie est le point Ho. L'axe d'homologio est une droite 
perpendiculaire à OHo", cette droite a pour équation : 

a^x b*y c^z ^ 



cos Â. cos B cos G 
Les coordonnées de Ho sont : 

m* — 2a* ^ wi* — 26* ^ wi* — ic* ^ 

* a b c 

a : p : Y = cotg A : cotg B : cotg C. 

Les parallèles à BG, GA, AB, menées par Ho, et limitées par 

les angles A, B, G sont les sécantes minima qu'on puisse 

mener par ce point; Enfin le point inverse de Ho est situé sur 

la droite d'Euler, OGH (*). 

(A suivre,) 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



INFINIMENT PETITS ET VALEURS DBS EXPRESSIONS 

DITES INDÉTERMINÉES 

1. — Valeur principale : l**dee^ -h e~* — 2, a? étant l'inlini- 
ment petit principal; 2<> de i — cos x. 

1o En remplaçant e* et 6~* par leurs développements connus, on voit 
que e* -h ec"* — 2 est un infiniment petit du second ordre ; 2« la for- 

I ~~" cos oc 2 8in —' 

mule : = 2 prouve que 1 — cos x est aussi un infini- 

ajï ; — • 

X* 

ment petit du second ordre. 

2. — Quelle est la valeur de y, 

y = L.x X LLo;, 
quand x tend vers l'unité, pour des valeurs plus grandes que 

l'unité ? 

■ — >— — - 

(*) C'est pour ce molif que nous avions appelé ce point : point A de 
Brocard (M. 1887, p. 105). 



14 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

On pose Lx = X; X tend vers zéro pour des valeurs positives et l'ex- 
pression proposée est XLX. La limite de cette expression, pour X = o, 

est nulle; on le vérifie, comme Ton sait, en changeant Xen -, s ten- 
dant vers l'infini. 

3. — Quelle est, pour a? = 0, la valeur de 

(x — sin xy 

(e^' - i)x* ' 

La valeur principale du numérateur est — ; celle du dénominateur, a;<i; 

1 
la valeur cherchée est donc -r^r- 

36 

4. — En prenant = — {x tendant vers Tinfini) pour infini- 
ment petit principal, qu'elle est Tordre infinitésimal de ^ 



En posant : 


X = 


= La.' ^^ ^ 


on a 




y I 


x'^ i 



X 

I La; 

f 

X 



1 
On sait queX'i+ic^tend vers zéro; quel que soit A. D'après cela, i/ est, 
par rapport à X, d'un ordre infinitésimal aussi grand que Ton veut. 

5. — Déterminer, pour a? = o, la valeur j/o de l'expression 

L cospa; 



?/^ 



L cosqx 



Pour trouver directement (c'est-à-dire, sans avoir recours à la régie de 
THospital, ou au développement en séries) la valeur de y, pour x = o, 
on pourra poser 

cospa;— i-ha, cos$a;= i -hp. 

On peut alors écrire y sous la forme : 

1 ^ 

aL(iH-a)"- i— cospj L(i +a)" 
t/=z- -. . L-, etc.. 

p 1 I — cos qx 1 



p2 
Le résultat est : Vo = — • 
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EXERCICES ÉCRITS 



6- — On considère une ellipse F, et, sur cette ellipse, un 
point mobile M; par M on peut mener à F trois normales, dont 
les pieds sont A, A', A". 

Trouver : 

1*^ Les coordonnées de Torthocentre H du triangle AA'A" ; 

2° Le lieu de ce point; 

3® L'enveloppe de la droite MH. 

[Bernheim, élève au lycée de BosançonJ 

Notes sur Texercice 5. 

En prenant pour axes de coordonnées les bissectrices des tangentes 
au nœud, on représente un point de la courbe au moyen des formules: 

X I — i« M I — «* 
_ ■_- :i — - # . 

a I -h r^ ' a I + t« ' 
une tangente quelconque correspond à Téquation 

^ty-hx(i — 4(«— (*) — aii— tV = o. 
Gela posé, on trouve les résultats suivants : 

V Les tangentes MP, MP', issues d'un point M de la courbe, sont 
imaginaires si M est placé sur le folium; réelles dans le cas contraire. 
2» Le lieu du milieu PP' est Taxe oy. 
3» L'enveloppe de PP' est une parabole correspondant à Téquation 

y* — 40(3? — a) = o . 
En prenant l'équation d*un cercle A sous la forme 

x^-hy* — 2)uï; — 2[jiy + v = o. 
ou trouve que A coupe la strophoïde en quatre points dont les paramètres 
sont les racines de Téquation du quatrième degré 

a*t*-|-2a(i.t3-|-(2Xa-Hv — 2o*)t« — 2a|xt + a* — 2Xa+ v =0. 
En désignant par le paramètre de M, on voit que le premier membre 

doit être divisible par 

U--Ô)(t'^-+-2(6+i); 

les paramètres des points P et P' sont, en eti'et, racines do l'équation 

(«-h2(6-+-i = 0. 
Finalement, on trouve 

2|X=:0e, 2X =0(2 — 6*), v = a'(i — ô»). 

Le lieu du centre de A est, d'après ces résultats, une parabole ayant 
pour équation 22/*-+- a{x^a) = o. Enfin, Tenveloppe de A est une cissoïde. 
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QUESTIONS D'EXAMEN 



1. — Démontrer que Paire totale de la cubique d'Agnesi est 
égale au quadruple du cercle générateur. 

Soit AB = A un diamètre du cercle T; par A on mène 
une transversale qui rencontre F en G et la tangente en B 
au point D; par D on mène une parallèle à AB jusqu'à ce 
qu'elle rencontre en I la perpendiculaire abaissée de G sur AB. 

Le lieu du point I est une cubique remarquable (*) dont 

l'équation est 

, h — X 

AB est pour axe des x, et la tangente en A pour axe des y. 
Pour trouver l'aire de cette courbe on peut, indifféremment, 
du moins au point de yue théorique, calculer 



/ ydx, ou / xdy. 



Mais, dans la pratique, il n'est pas indifférent de consi- 
dérer l'une ou l'autre de ces expressions. C'est ainsi que, dans 
l'exemple qui nous occupe, tandis que la première intégrale 
offre quelques difficultés relatives (**), au contraire la seconde 
se trouve immédiatement. On a, en effet, 

X = j 

A« -h y^ 
et, par couséqueiit, 

xdy = h* j — ; = A'arctg t + K. 

etc. 

(*j Voyez ; Journal 1885, p. 201, et 1886, p. 226. 

(**) On peut, pour la résoudre rapidement, changer de variable et poser 
x = d sin' f. 
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QUESTION 108 

Solution par M. F. Michel, élève de mathémaliqaes spéciales, 

au Lycée de Montpellier. 



On donne un triangle rectangle y isoscèle^ et on lut circon- 
scrit un cercle et une hyperbole équilatère variable. Ces deux 
courbes ont alors en commun trois points fixes et un point va- 
riable. Par ce déifier y on mène la tangente au cercle. Lieu du 
point d* intersection de cette tangente avec les parallèles menées 
par le sommet de Cangle droit aux asymptotes de rhyperbole 
correspondante. (E. Âmigues). 

Prenons pour axes de coordonnées les côtés OA, OB de 
Tangle droit du triangle isoscèle donné et posons OA = OB 
= a. L'équation du cercle circonscrit au triangle sera 

x^ -h y* — ax — ay = o, (\) 

D'autre part, Téquation générale des coniques circonscrites 
au triangle est 

Ixy + [t^{x + y — a) 4- y{x -h y — a) = o. 
Exprimons qu'elle représente une hyperbole équilatère; 
nous aurons 

{X = — I, 

Remplaçons [x par sa valeur; il vient: 

x^ -h y^xy — y* — ax -{- ay = o. (2) 

Le cercle (1) et Thyperbole (2) ont trois points communs ; 
pour avoir les coordonnées du quatrième, ajoutons les 
équations (1) et (2); il vient, après suppression du facteur x: 

2{x — a) -\- ly = Oy 
équation qui représente une droite passant par le point A 
et par le point cherché; on en tire: 

2(a — x) 

y = —^ — 

En portant cette valeur dans l'équation (1) et en suppri- 
mant le facteur x^a, on obtient, immédiatement, l'abcisse 
du point cherché : 

20(2 — X) 
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(4) 



et, par suite, son ordonnée est 

20(3 + 1) 



" 4+ X' 

Dès lors, l'équation de la tangente au cercle eu co point 
est: 
2a(3 - Xï ^ 30(2 + X) , 

^^ j^, (33; + a) -^ ' j^. ' (31/ -a) -ax-aii^o 

ou en réduisant : 

(4 - X=)(a: + y) - 4X(a! - y) - 8a = o. (5) 

D'autre part, l'équation des parallèles menées par l'origine 



aux asymptotes de l'hyperbole, est : 

x* + Ixy ~ y* = o. (6) 

En éliminant X entre les équations (S) et (6) on aura 
l'équation du lieu; de l'equatiou (5) on tire : 

xy 
Portant cette valeur dans l'équation (4), on a : 

[4XY -■ {if - X'Y]{x + i) ~ 4œy(!(* - x^){x - y) 
— Soic'j' = o. 
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OU {x + y)[4œ»y* + ^xy{x - yY - (y« - «*)*] 

— 8a£c*y* = G 
{x + !/)[4a;*!/' - (a? - y)*] - 8aaî*y» = o. 
Si Ton décompose Texpressioa entre crochets, en un pro- 
duit de facteurs, on obtient enfin Téquation simplifiée : 
{x •+■ y)(a;* + y^){4^y — 55* — 2/*) — Sax^y^ = o. 
Le lieu est donc une courbe du cinquième degré, unicursale, 
admettant un point quadruple à Torigine, doublement tan- 
gente en ce point aux deux axes de coordonnées, et passant 
par les ombilics du plan. 

Pour la construire, on observe que les trois droites corres- 
pondant aux équations 

a? H- j/ = o, ^xy — X* — y^ = o 

séparent le plan en régions. Les asymptotes de la courbe 
leur sont parallèles et ont pour équations respectives 

2a , /-, a(v/3 4- i) 
x + y - Y= o, 2/ = (2 4- \/3)x ^—^ -' , 

y = (2 - \/3)x 4- -^ — ^ 

La construction s'achève alors simplement. 

Solutions analogues par M. G. GroUeau, élève au lycée de Marseille 
(classe de M. Amigues) ; et Gh. Martin, élève au lycée Louis-le-Grand, 
(classe de, M. Niewenglowski). 

On pouvait observer que la première bissectrice était un axe de 
symétrie et que le sommet S se trouvait situé, sur cette droite, au point 
symétrique de par rappoit à AB. Les asymptotes A, A' coupent la 
première bissectrice au milieu de OS. On voit aussi facilement qu'elles 
sont inclinées sur la première bissectrice d'angles égaux à ±:3o*>; ces 
deux droites sont alors bien déterminées et peuvent être tracées avec 
précision. G. L. 



QUESTION 144 

Solution par M. E. Fesquet, au Lycée de Nîmes, actuellement élève 

à l'École normale supérieure. 



On considère un angle droit yOx; sur Ox, un point fixe 
A (OA = a); sur Oy, un autre point fixe B (OB = b); on suppose 
di > b et l'on pose a» — b» = c«. Par les points A et B, on fait 
passer un système de deux droites rectangulaires y wA, wB et 



20 
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Von construit une hyperbole équilatère^ qui, passant par l'ori- 
gine admette ces droites pour axes de symétrie. On demande 
alors : y® de démontrer que, par un point du plan, passent deux 
de ces hyperboles ; 2^ de trouver Venveloppe de ces coniques, cette 
courbe est du 4^ degré et possède un point de rebroussement à 
Forigine; 3^ de trouver le lieu des sommets, le lieu des foyers le 
lieu des points communs à la direclrice et à l'axe; 4® le lieu des 
projections de Corigine sur les asymptotes. On démontrera que 
ces différents lieux sont constitués par un système de deux 
cercles. G. L. 

Prenons pour axes de coordonnées Ox et Oy. Les équations 

de (oB et wA sont 
(oB) y—xigci—b=o, 
cdA) x-hyig(i—a=o. 
Prenons un instant 
pour axes wB et wA. 
L'équation de Thyper- 
bole est 

X» - Y» = l\ 
ou, en revenant aux 
axes primitifs, 
(x-hytga - a)* - (y-xtga 
-6)2=X2(n-tg«a). (1) 

En exprimant que 
cette hyperbole passe 
par Torigine ; il vient, 
en posant a* — 6* = c*, 
c2 = X2(i + tg» a). 
D'où 
X» = C^ COS* a, X = C COS a. 

Telle est la longueur de Taxe réel, qui est dirigé suivant 

a>B. 

L'équation de l'hyperbole (1) est alors : 

(x-hyig cl)^ — 2a{x + yig^) — {y — xXg^Y + 2b{y — ûctga) = o, 
ou 

{x^—y^)ig^(t.—2{2xy—bx—aij)igcL—{x^—y^—2ax+2by)=o. (2) 
Cette équation étant du second degré en tg a montre que 
par tout point (a?, y) du plan passe en général deux hyper- 
boles répondant à la question. 




-a^ 
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L'équation de leur enveloppe est : 

{2xy — 6a: — aj/)' -h {x* — y*)(x* — y* — 200: + 2by) = o, 

ou {x* 4- y*)' — 2(0;" + t/*)(ax + 6y) 4- (6a? + oy)* = o ; 

équation qui représente une courbe du 4® ordre ayant pour 

tangente double à Torigine la droite : 

bx -h ay = o 
parallèle à AB. 

Pour construire cette courbe passons aux coordonnées po- 
laires; son équation est 
alors 

p" — 2{a cos O) -+- 6 sin (o)p 
4-(6cosa) + asin(o)" = 0. 
Résolvons-la par rap- 
port à p, nous avons 
p = a cos (O + 6 sin w 

±: y/c* (cos"(o — sin* <o). 
L'équation étant mise 
sous cette forme, la courbe 
est facile à construire. 
Elle a la forme ci-contre. 
Il est facile de voir maintenant que, pour tout point inté- 
rieur à la courbe, les deux hyperboles correspondantes sont 
imaginaires, et que par chaque point extérieur passent deux 
hyperboles réelles. Gela résulte de la discussion do Téqua- 
tion (2). 

Lieu des sommets, lieu des foyers et lieu des pieds des direc^ 
trices. — On a trouvé 

X = (0 S = c cos a. 
Or coB = a cos a — 6 sin a, 

comme on le voit en menant par une parallèle à coB, 

On a donc, en adoptant la règle de signes des coordonnées 
polaires : BS = a cos a — 6 sin a — c cos a. 

L'équation du lieu de S en coordonnées polaires ayant 
pour pôle le point B et pour axe polaire une parallèle à 
OX est donc : 

p = (a — c) cos a — 6 sin a, 
équation d'un cercle. En coordonnées rectilignes l'équation 
du lieu est (B étant l'origine) 
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X* + y* ^ (a — c)x + 6j/ = o 
et, en revenant aux axes primitifs : 

X* -{- y^ — (a — c)x — 6y = o, 
équation d'un cercle passant par les points et B. 
Le lieu du point S' est le cercle ayant pour équation : 

ce* + y' — (a -h c)x — 6y = o. 
Les lieux des foyers sont de même les cercles ayant pour 
équation : a?* -h y' — (a ± cv^2)a5 — 6y = o 
et ceux des pieds des directrices les cercles dont les équa- 
tions sont: 

Lieu des projections de Vorigine sur les asymptotes. — Ce 
lieu se compose évidemment de deux cercles, puisque chaque 
asymptote passe par un point fixe G et D. Ces points sont 
les milieux des arcs BOA et BwA. D'ailleurs, Téquation (1) 
des hyperboles donnerait séparément les équations des 
asymptotes 

x{i 4- tga) + y(tga — i) — a + 6 = o, 
et a;(lga — i) — y(i + tga) + a + 6 = o. 

Solutions analogues par MM. Giat, élève au Lycée Saint-Louis (classe 
de M. Ed. Lucas); Amaury de Kerdrel, au lycée de Brest; J. Pinczon, 
au lycée de Nantes; Hugon, à Poligny; Lucien Marchis, au lycée de 
Rouen, Favery, élève au lycée de Montpellier. 



QUESTIONS 166 ET 184 

Solution par M. Ignacio Betens. 



Résoudre le système suivant: 

(yz ^ u'* = a ^vw — xu = d 

(1) jzx — V* = b (2) jwu - vy = e 

(xy — w' = c (uv — wz = f 

dans lequel x, y, z, u, v, w sont des inœnnues, et a, b, c, d, e, f 
des quantités données. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 33 

Des équations (2) nous déduisons: 

tov — d um — e ut; — / 

X = > y = — — 9 z = — • 

u V w 

Portons ces valeurs de x, y, % dans la première, on a : 

i — u^ = a^ 

vw 

ou avw 4- euv -+- fwu = ef\ 

de même 

fvw 4- duv -h buw = df, 

evw -4- cm) 4- duw = de. 

a e f 

Posons ^ = f d b 

e c d 

et considérons {vw)j (uv), (uw) comme des inconnues. Nous 

pouvons calculer leurs valeurs et en supposant A 7^ o, et poser 

p ç r 

141; = ^, VU) = ^j wu — —• (A) 

A A A 

On est ainsi ramené à un système connu d'équations symé- 
triques. 

On tire de (A deiuc systèmes de valeurs pour les incon- 
nues u, î?, W'y valeurs réelles si Ton suppose pgrA > o. Les 
équations (3) font ensuite connaître pour a?, y, z des valeurs 
bien déterminées si Ton a pqr 7^ o. 

Nota. — Nous avons reçu une solution analogue de M. Paul Bourgaiel 
à Antibes. 

G*est par erreur que la présente question a été proposée deux fois. 
Elle n*est d'ailleurs pas nouvelle, car elle a été déjà donnée dans les Noîl- 
velles Annales^ 1876, sous le n« 1253, et résolue loc, cit. 1877, p. 234. 

On la trouve encore dans Y Ediicational Time» proposée sous le n* 8514 
et résolue dans le numéro d^octobre dernier de ce journal. G. L. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



237. — Soient : 
OX, une droite fixe ; 

OAi, 0A„ . . . OAn, une série de droites formant, avec OX, 
les angles a, 2a, . . . na\ 
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OAJ, OAg, . . . Okn une série de droites formant, avec OX , 
les anffles an — » 2ô-f-->--«na -h-; 

° 2 2 2 

OGi OGj, . . . OGn des longueurs égales à cos a, cos 2a,. . . 
cos na, respectivement portées (en grandeurs et en signes) sur 
OAi, 0A„ ... OAn; 

OSi, OSj, . . . OSn, des longueurs égales à sin a, sin 2 a, 

sin na, respectivement portées (en grandeurs et en signes) sur 
OA;, OA^, . . . OA^; 

G le centre de gravité des points G^, Gj, ... G„; 

S le centre de gravité des points S^, 8,^, ... S^; 

M le milieu de la droite GS. 

On propose de démontrer: 

1® Que SG est égal à Tunité et parallèle à OX ; 

r^ ^ ^,-. . f .X sin na 

2oQue OM est égal a : ; 

° 2n sm a 

3® Que Tangle MOX est égal à (n + i)a. (Luisant). 

238. — Les données étant les mômes que dans la question 
précédente, à cette seule différence près que les cosinus et 
sinus sont ceux des arcs 6, 26, ... . nb (6, étant un arc quel- 
conque) on propose de démontrer : 

. n(a — b) 

sin — ^ ' 

2 

1® Que la droite SG a pour longueur et qu'elle 

. a — 

n sin 

2 

fait, avec OX, un angle égal à (n 4- 1 ) : 



2<> que OM égale 



. nia 4- b) 
sin -^ 



. a -h 6' 
2n sin -^ 



a -{- b 
3° Que Tangle MOX égale (n + i) (Laisant.) 

Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHA.MPS, 



IVPRIIUERIE CENTRALE DES CHi:U!NJ DE FER. — 1UPRI3IBRIE CHAIX, 
RUE BERGÈRE, 20^ PARIS. — 25S28-7. 
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REMARQUES 

SUR LA 

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE DES GOURBKS PLANES 

FORMULES FONDAMENTALES 
APPLICATION A LA DÉTERMINATION DE CERTAINS RAYONS DE COURBURE 

Par M. Maurice d'Ocagne, ingénieur des Ponts cl Chaussées. 



Préambule* — Ce petit Mémoire, écrit depuis plus de 
quatre ans, était resté dans nos cartons. C'est Tinléressanto 
étude de M. de Long champs sur les œw^bes parallèles et sur diver- 
ses autres courbey remarquables (*), qui nous a donné Tidée de 
le publier. Dans cette étude, en effet, M, de Longchamps met 
en évidence la fécondité d'un principe, imaginé par lui pour 
rétude infinitésimale des courbes planes, le principe des 
transversales réciproques. Nous nous efforçons de notre côté, 
depuis sept ans, d'affirmer, par de nombreuses applications (**) 
l'importance de certaines formules remontant à une ancienne 

(*) Journal de Mathématiques spéciales^ 1885 et 1886. 

(**) Voir, entre autres, dans le Jowmal de Mathématiques élémentaires et 
spéciales : 
1880. — Principes élémentaires de Géométrie cinématique. 

1885. — Nouveïlcs remarques sur la droite de Simson. — Sur la trans- 
formation réciproque do M. de Longchamps. — Sur une transformation 
tangentielle réciproque. — Sur certaines courbes remarquables. 

1886. — Sur une quarlique unlcursale. — Note de Géométrie infinitési- 
male. — Sur un mode particulier de génération des coniques. 

Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques : 

1880. — Applications de Géométrie cinématique plane. 

1881. — Sur la construction de la normale...., — Note sur le système 
articulé du colonel Peaucellier. 

1882. — Étude sur un mode do détermination des courbes planes. 
1883 et 1886. — Sur Tenveloppe de certaines droites variables, 
Dans le Bulletin de la Société Mathématique de France : 

1883. — Sur le centre de courbure des courbes de poursuite. 

1884. — Sur l'évaluation graphique des moments et des moments d'i- 
nertie des aires planes. 

Dans Mathesis : 

18S4. — Sur les transformations centrales des courbes planes. 

Dans la Revue maritime et coloniale : 

1886. — Êltude géométrique sur Fellipse. 
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origine. Ces formules étaient assez délaissées lorsque M. Mann- 
heim les a retrouvées et appliquées, d'une façon extrêmement 
élégante, dans son Cours de Géométrie de TÉcole Polytech- 
nique; elles sont d'ailleurs susceptibles de démonstrations élé- 
mentaires, que des élèves de Mathématiques Spéciales doivent 
pouvoir couramment appliquer. 

Dans le travail qui suit, après quelques réflexions générales, 
nous donnons un résumé des formules que nous avons en 
Vue, dont plusieurs ont été trouvées par nous, et que les étu- 
diants qui lisent ce journal trouveront souvent l'occasion d'u- 
tiliser. Nous les appliquons ensuite à une série de questions 
traitées analytiquement par M. Laisant, dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques. (1874, p. 36). On verra, en se repor 
tant à ce travail, que la méthode suivie par nousdonne : soit les 
mêmes résultats que la méthode analytique, soit des résultais 
plus simples. Ce nouvel exemple, intéressant en lui-même, 
joint à ceux que nous avons rappelés plus haut, contribuera 
sans doute à faire saisir l'importance de la méthode que nous 
visons ici et dont le principal initiateur, nous le répétons, es^t 
M. Mannheim. 

i. — Le cours de Géométrie, queM. Mannheim professe avec 
tant de distinction à l'École Polytechnique, comprend deux 
parties ; 

1° Les applications de la Géométrie descriptive à la perspec- 
tive, au tracé des ombres, à la coupe des pierres, etc.. 

2® L'étude des surfaces — principalement des surfaces du 
Second ordre et de celles qui sont employées en construc- 
tion — par une méthode ingénieuse et fécond?, due à M. Mann- 
heim. Cette mélhode consiste en l'emploi de théorèmes sur 
le déplacement des figures, qui, réunis en corps de doctrine, 
constituent la Géométrie cinématique. Ces théorèmes sont assez 
nombreux, assez importants, pour former à ettx seuls une 
branche spéciale de la science, sous une dénomination propre ; 
ici, la méthode est essentiellement géométrique; l'Analyse n'y 
intervient pas; le raisonnement y estj pour ainsi dire, indé- 
pendant du mécanisme des calculs. Cette méthode répose sur 
les notions fondamentales de centre instantané, de foyei*, de 
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caractéristique^ de droites conjuguées y etc., ce sont des uotious 
géométriques, dans le sens le plus exclusif de ce mot. 

Mais l'étude du déplacement d'une figure de forme variable 
dans un plan, échappe à ce caractère général ; elle repose sur 
l'emploi des formules qui lient, dans une courbe, les infini- 
ment petits du premier ordre : accroissement de l'arc et varia- 
tion de longueur de la droite, angle de contingence et variation 
d'amplitude de l'angle. Aussi, sur ce point, la Géométrie ciné- 
matique se confond-elle avec la Géométrie infinitésimale, étude 
des éléments infiniment petits qui définissent la nature des 
courbes; il n'y a que les termes qui diffèrent : déplacement 
infiniment petit du point, au lieu de différentielle de l'arc : 
en fait, c'est la même chose. 

Ce n'est point là de la Géométrie cinématique à proprement 
parler. 

Quand on dit que le déplacement d'une figure, dans un plan, 
peut toujours s'obtenir par le roulement d'une courbe sur une 
autre, on est bien sur le terrain de la Géométrie cinématique 
pure; mais quand on écrit la formule 

ds = Re, 
qui définit le rayon de courbure, on rentre, à vrai dire, danslc 
domaine de la Géométrie infinitésimale. Or, l'étude dont nous 
voulons parler, dépend d'une seule formule, qui est la géné- 
ralisation de la précédente; toutes les autres ne sont que des 
modifications qu'on fait subir à celle-là, pour la commodité dos 
applications. 

En résumé, nous nous proposons donc de rappeler cetlc 
formule, à titre de formule fondamentale de la Géométrie infini, 
tésimale des œurbes planes; nous ferons voir ensuite les 
conséquences immédiates qui en découlent; et nous appli- 
querons, à titre d*exemple, ces résultats à la détermination 
du rayon de courbure de certaines courbes (problèmes de 
M. Laisant). 

« 

2. — Nous désignerons une courbe par une lettre, entre 
parenthèses (A) ; un point pris sUr cette courbe sera A ; un 
arc infiniment petit, pris sur la courbe à partir de ce poiut» 
d (A.); enfin, l'angle de contingence, c'est-à-dire l'angle deâ 
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tangentes aux extrémités de Tare infiniment petit, sera repré- 
' «enté par e (A). 

Formule fondamentale, 

3. — Soient deux courbes (A) et (G) ; deux tangentes infini- 
ment voisines G A et GA' à la courbe (G) découpent, surla courbe 
(A), Tare infiniment petit d(A) et font enlre elles, ranglee(G). 

On a, si les normales aux deux courbes se coupent au 

point a: 
(1) d (A) = Aa. e (G). 

On voit que si les courbes (A) et (G) se confondent, la 

formule devient 

d (A) = R. 6 (A), 

R étant le rayon de courbure.de la courbe (A). 

4. — Si B est le point oîi la droite AG coupe une autre 

courbe (B), on a de même; 

d {B)=Bb. e (G). 
Par suite, 

,^, . d(A) Ao 

^\ d(B) Bb 

5. — Gette égalité peut se transformer et donne : 

d(A) ^ AT.AG 
^ ' d(B) BÏ.Bg' 

T étant le point de rencontre des tangentes aux courbes (A) 
et (B). 
Cette dernière formule est due à Newton . 

(A suivre,) 



SUR LE THÉORÈME ET LES FONCTIONS 

DE STURM ; 

Par M. Hanre, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée de MouUns. 



Je me propose de réunir, dans cette Note, divers développe- 
ments relatifs au théorème de Sturm et aux fonctions de Sturm. 
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Ces résultats sont obtenus en prenant ce théorème dans un 
sens plus général que celui qui lui est ordinairement donné* 

Les propriétés que nous allons exposer sont dues à Sturm 
d'abord ; puis, pour la majeure partie, à MM. Cayley et Sylves- 
ter. 

Je dois ajouler que la présente Note est empruntée, pour le 
fond, au cours que M. Kronecker professe à l'Université de 
Berlin. 

J'ai simplement modifié la forme, en quelques points, ne 
pouvant suivre l'éminent professeur dans tous les développe- 
ments de son cours, sans exagérer les dimensions de cet 
article. 



FRACTIONS CONTINUES DE STURM 



Soient fo{x) = o, une équation de degré n; /\, un poly- 
nôme de degré w — i, premier avec /o; cherchons le plus 
grand commun diviseur à ^ et ^, en changeant le signe do 
chaque reste, avant de le prendre comme diviseur. 

Soient /i, f^, . .., fn ces restes ainsi changés de signe. 

Nous obtenons les équations suivantes : 

^ - 9/1 + /; = 0, 

(1) /i — 92/i + /5 = o, 



A - 1 - 9fcA -H A + 1 = o. 



In — 2 "^ în — l/n — 1 "^ / n — O, 

fn désigne une constante ; en général, /** représente un poly 
nôme de degré n — fc, et qk, un polynôme du premier degré. 
Lorsqu'il en est ainsi, on dit qu'on est placé dans le cas régulier. 
Les polynômes 

W /0> /1> /s» • • • fky • • • fn ' 

possèdent, /i et /i étant premiers entre eux, toutes les pro- 
priétés des fonctions de Sturm, en vertu des équations (1), 

sauf la propriété relative au changement de signe de j, qui 

/o 
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n'a pas lieu en général, si Ton prend pour /i un polynôme 
quelconque du degré n ^ î. Remarquons cependant que Ton 
peut obtenir une suite de fonctions jouissant de cette pro- 
priété, sans restreindre de beaucoup la généralité de /i. 
Soient, en effet, a^, a^j » ..yOnyn constantes arbitraires, assujet- 
ties seulement à être positives, et désignons par 5i, ^2» • • • 5n» 
les racines de l'équation /"q = o : il nous suffira de déterminer 
/i par les conditions suivantes: 

ou 

Mil-, ^^(^i)-. 

et, dans l'un ou l'autre cas, la formule d'interpolation de 
Lagrange nous donnera pour/", un polynôme, de degré n — j, 
dépendant de n constantes arbitraires, assujetties à être posi- 
tives. 

Il suffirait, à la rigueur, qu'elles fussent toutes de même 
signe. Si elles étaient négatives, ce serait le nombre de varia- 
tions gagnées par la suite 2), qui indiquerait le nombre des 
racines de ^ = o, comprises dans un intervalle. 

Je laisse de côté, pour le moment, cette généralisation, et je 
reviens aux équations 1) où je suppose que ^ désigne un 
polynôme quelconque, du degré n — i . 

De ces équations, nous tirons : 



/« 

A" 


= 1r 


A 
. A 


Ci 


I 


A 
A 


1» 


I 




A 



fs 



An-2 I I 

— 7„_i — 7 — Q'n-l — — • 

/n— 1 /n— 1 7n 

en posant : /"«-i = Çn/^. 
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On en conclut que 
(3) §=■ 



r- ,.-! 



I 

9. - 



?« - I 



I 

On a, de même, ?« 



(4) ^* ' 



qk 



Revenons à la fraction continue (3) : soit-j- la réduite de rang K 

(o) i 

99 



j 
On vérifie aisément que 

,gx (?* + ! = ?*?* -- 9*-l» 

en suivant la marche adoptée dans la théorie des fractions 
continues ordinaires. 
On déduit de là : 

fflfc 
Si, dans 7-1 nous remplaçons Çife__i par 

•h 

nous obtenons ^ > en vertu de (3). 

h 



donc 



d'où 
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A = 9ftA-i — fk^k-i, 
A = •j'ftA-i - fk'W-i^ 

Nous en concluons, en multipliant les deux membres de la 
première équation par^j^ft, ceux de la seconde par — ©*, et 
en ajoutant : 

d'où, en vertu de (7), 

(9) fk = fih - A?fc 

L'égalité (9) n*est autre que l'identité, bien connue, qui lie, 
les restes des divisions, obtenus dans la recherche du plus 
grand commun diviseur de deux polynômes A ot A» à ces poly- 
nômes; mais la marche que nous avons suivie nous montre ce 
que sont les polynômes ^^ ot cp^. 

On peut avoir leur expression sous forme de déterminants. 

On a les équations : 



(10) 



92 = '» 

93 = 5^292» 



^k — Çk-i 9ft-i — 9*-2 ; 
ou 92 = I » 

9292 - 93 == o, 

- 92 + 9398 - 9^= o, 

- ?3 + 9*94 - 93 = o, 



— 9*-2 + Çk-i^k-i — 9* = o* 
Ces équations considérées comme équations linéaires, en 9^, 9,, 
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9*, nous donnent, en leur appliquant la règle de Cramer, après, 
quelques transformations immédiates : 



?k — 



9,-1 O 



• • • 



O 

o 



- ï Qk-i 



nous trouverions, de même : 



(11) 



h = 



qt - i o 
-1 93 - I 



o 
o 



« ' • • • • 



- I ?*-1 



Si nous faisons fc = n -f- i, nous avons l^+j = /*,,, 



(12) 



^ = 



9i - T o 
- I 98 - I 



o 
o 



■ • 



o 



o 



- I 9n 



On aurait de même, en prenant les fractions continues (4) 



•(13) 



fk = 



9ft+i -- ' o 
- I 9*+2 - ' 



o 
o 



o 



o 



— r 



^« 



Si nous considérons le déterminant qui représente /o, et que 
nous menions la verticale et Thorizontale se croisant sur 
rélément 9k de la grande diagonale, nous partageons le déter- 
minant en quatre parties dont deux sont des carrés : les 
déterminants contenus dans les carrés sont y* et fk. 
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qx>— I o I o ' 

i-h) I 

o — I,Çk_i,| —I 

o .... . . . . | — ï,9*+i— I . • 

I (A) 



o 
o 
o 







|.o 



în 



I 

Nous voyons également que /* est le mineur complémen- 
taire de ^k+i • 

Les équations (11) et (13) nous montrent que si, comme nous 
le supposons, le cas est régulier, 9* et/** sont de degré k — i 
et n — /r, respectivement. 

Nous allons, de ce qui précède, déduire une relation entre 
les coefficients des termes de plus haut degré des fonctions 
^ et/". 

-+■ QiCC 

On a, par conséquent : 

fo ^a'^"" 

qx = 9fc« + q"k , 



Soient 



fk — ^0'^ 



a\af"^ 



Soit, de plus, 
On a : 



' ' 
«0 = Ç192 



t t 



Donc 

(14) 



k—l ' ' ' 

Oo ~ qk^k + 1 • • • ^n- 

^fc-1 Uk __ ^0 



On peut, avant de terminer cette première partie, faire 
quelques remarques. 

I» Tout d'abord, nous avons supposé la suite complète, c'est- 
à-dire le cas régulier. 

S'il n'en était pas ainsi, les polynômes q ne seraient plus 
du premier degré et leur suite serait 

gi, 92, ..• 9^p ; P < w. 

Nous aurions, entre les /'et les ^, les mêmes relations ; les / 
et les ^ seraient exprimés par des déterminants analogues aux 
précédents; il n'y aurait de changé que ce que nous avons 
dit relativement au degré des /"et des |. 
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2® Supposons que 

le cas élant régulier, soient de véritables fonctions de Sturm, 
dans le sens indiqué plus haut. Le nombre des variations de 
cette suite, pour x = d, est égal au nombre des signes 
que présentent les fonctions 

/ / 1 In -i 



(15) 



> T » 



Soient i\ le nombre des variations de la suite (2), pour 
X = — 00 ; Vj celui des variations de cette même suite pour 
X = -h 00 . Si le nombre des racines réelles est indiqué par 
la perte des variatioos, en désignant par r le nombre de 
couples de racines imaginaires, on a 

n — 2r = Vj — î;^*» 
et, comme on le vérifie aisément, 

n = Vi -h v^; 
d*ou r = i\. 

Ainsi, le nombre de couples déracines imaginaires est égal 
aunombre des signes — que présente, pour x = oo ,1a suite (15). 

"7" ' 



Or, le signe de 
pour X = 00 , est celui de 



aï 

o 



c'est-à dire le signe de q^. 

En résumé, le nombre des couples de racines imaginaires 
est égal au nombre des signes — de la suite 

f t r 

7l' 92» • • • 9n9 

pourvu que la suite (2) soit une véritable suite de Sturm. 
Les conditioas do réalité seront donc 

<?! > o, q2> o, . .. q\> o. 

(A suivre.) 
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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

(CONCOURS DE 1887) 



Mathématiques spéciales. 

V® Démontrer que le lieu des points tels que les tangentes 
menées de chacun d'eux à une conique S soient conjuguées har- 
moniques par rapport aux tangentes menées du même point à 
une autre conique S' est une troisième conique S qui passe par 
les points de contact A, B, C, D, et M, B', C, D', des tangentes 
communes aux deux coniques S et S'. 

â** La conique S étant une ellipse donnée^ et la conique S un 
cercle donnée trouver Véquation de la conique S'. 

3^ Démontrer qu'il existe quatre circonférences de cercles 
réels passant chacune par deux des foyei^s de la conique S et 
deux des foyers de la conique S'. 

4° Soient A et A! les points de contact des coniques S et S' 
avec une de leurs tangentes communes; démontrer que, si le point M 
ijst la projection du centre de la conique S sur la tangente AA', 
les normales à la conique S', aux points B', C, D', se coupent en 
un point M qui reste fixe^ quand le cercle S varie en passant con- 
stamment par les points A et A'. 

l^Soitf{x,y,z)=ax^-{-a'y^-ha''z^-\'2byz-\-2b'zx-{-2b''xy = o 
réquation de la conique S, et fi{x, y, z) = a^x^ + a'iy^ -t- a'iz^ 
-h 2b{yz H- 'ib\zx + 2b'[xy — o, Téquation delà conique S'. 



Je poserai 



A = aV - 6« 
A' = a" a - b'^ 
A* =^ aa' - b"^ 



B =Ub''- ab 
B' = Vb - db' 
B' = bV - a'b" 



puis, de même : Ai = aiai'— 6?, etc. 

Soient a, j3, y, les coordonnées homogènes d'un point du 
lieu. Le faisceau des deux tangentes issues, du point (a, p, y) 
à la conique S, étant conjugué harmoniquement avec le fais- 
ceau des deux tangentes issues, du même point, à la conique S', 
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le premier faisceau est formé de deux droites qui sont con- 
juguées Tune de l'autre par rapport à S'. Exprimons analyti- 
quement cette propriété ; 

Soient 



= o; 



uaî4.i;yH_î^^=o ) j^g équations de deux droites. 
ux-\-vy-^wz=o) 
La condition pour qu'elles soient conjuguées Tune de 
l'autre, par rapport à la conique S', est 

a^ bi bi u 
b'i «1 61 V 
b[ b^ à[ w 
v! ^f w' o 
ou, en développant, 

Aiww' -H AiW-h hUiWw' 4- B(t;t^' + wv ) 
4- B'(t^u'. 4- uw') 4- B'(wi?' 4- vv!) = 0. 
Posons d'ailleurs 

{ux H- vj/ 4- wz){u'x 4- v'y 4- w'z) 

c'est-à-dire : uu = ^af — f'^^ 

w;io' = 4aY - /^^ 

UM?' + îov' = 86/ — 2/J/J^, 

low' 4- uw' = 867 — 2/^ /^ , 
wi/ 4- vu' = 867- 2fJ'.. 
En remplaçant dans l'équation précédente, on obtient l'é- 
quation du lieu du point a, p, y ; savoir 

4(Aia 4- Ay 4- A>' 4- 2B,6 4- 2B;6' 4- 2B';6')/(a, p, y) 

= A,/? 4- k[fi 4- Aï/;^ 4- 2B,/;/; 4- 2b;/;/: + 2b;'/:/; 

C'est l'équation d'une conique 2, 

Soient a, p, y les coordonnées d'un point de la conique S; 
la tangente au point (a, p, y), à la conique S, a pour équation. 

L'équation tangentielle de la conique S' étant 

AjU* 4- Ali;» 4- k'iw* 4- 2Bit;t<; 4- 2B'iî^u 4- 2BÎU1; = o. 
Pour que la droite dont l'équation est xf^ -h y/p + zf'^ = o, 
soit aussi tangente à la conique S', il faut que l'on ait 

A,/> + a;/;« + A';/;» + 2Bj;f; + sb;/;/: + 2BXf; = 0. 
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Comme on a aussi /"(a, |3, y) = o, on voit que le point (a, p, y) 
est sur la conique S. Il est ainsi prouvé que la conique S passe 
par les quatre points A, B, C, D. Par raison de symétrie, on 
peut en conclure qu'elle passe aussi par les quatre points A', B', 
C'etD'. 

2® Soit — : + "T 1 = 0, réquation de la conique S, rap- 

portée à ses axes. 
Alors réquation de la conique S est 

Si la conique S est un cercle, on a 

puis A'i = —(A, - Al). 

Soit «* -h t/* — 2xx — 2p// -h Y = o réquation du cercle 
donné; identifions la avec Téquation 
(Ai6»-A;a«)(œ*4-j/»)-2B;6*c*x-2BiCWî/+c'*(Ai6«-4-A;a«=oJ 

du cercle S. Nous avons d'abord 

k^b^ -h Ata' 

Ai6* - Aja» ' 

Al Al 

ou ^^ = — : = /: 

d'où Al 6» - A'ja'^ = 2Xa«6«c«. 

Donc ; y 

( Bi = 2/a*a. 

Enfin Aï = ^\yc^ + cH^^' + 6*)] = X(a« + 6^ + y)- 

J'en conclus, pour l'équation tangentielle de la conique S : 

ei«u«(Y + a* - 6«) + 6*î;*(y - a* + &*) +• ^Xy -»- û^ -+- &*) 

+ 4?(;(a*aw + 6*Pî^) = o; 
par suite, l'équation ponctuelle est 

^f(Y - a* + 6»)(y + 0^ + 6») - 46«p»] 



Y = c* 
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+.^[(^ + 0»- 6*)(Y + a> + 6*)-4a*a»]-h8apa5y-4(Y-a*-!- b^)(xx 

- 4(y + a* - 6»)py + (y + a* - 6*)(y - a> + 6*) = o. 

^A svivre.) 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



6. _ Quelle est, pour a; = oo, la valeur de 
En appliquant la règle de l'Hospital à rexpression 



I 

X 



on trouve d'abord ( ' "*" ^ ) 



I 

X* 



Le premier facteur a pour limite le nombre e; la valeur du second 
facteur, après un calcul dans lequel il est nécessaire d'appliquer deux 

fois^ successivement, la règle de THospital, est égale à - 



2 
6 . 



On trouve ainsi, pour la valeur cherchée, -• 

La recherche directe est plus rapide. On observe que 

On a donc 

\ x/ JCL^-^ 1.2,^ 1.3.3.4 

= — iH 1 h... etc . 

2a; L I 1*2 J 

7. — Décomposer en fractions simples ; 

X I a' -4- I 



(x* - i)'' x{x 4- i) . . . (ce + p) (a* - 2X -h 3)" 

oc» + I X* 4- I ac 

(x- - i)«' (X - i)«{x + 2J*' X* -h X* H- 1 
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8. — Calculer le déterminant 

I a a^ 

I b 6» 

I c c' 

9. — Développer en fractions continues 

v/3, \/5, v/6. 

On trouve : \/3 = 

v/5 = 

v/6 = 



2 ; 4^, .^. ... . 

^î 2»4i 2»4î •• • 

Ces résultats peuvent s'obtenir directement, ou se déduire des formules 
connues : 



yja^-h 



la 



a\ i,2a; 1,2a; 
a; 2a, 2a, . . . 



>/a2_-f-_i = 

\Ja'^-^a=: I a; 2,2a; 2,2a; . 



EXERCICES ECRITS 



7. — On considère une strophoïde droite S. Soient : A le 
sommet de la courbe, B son nœud, et A la tangente en A. On 
prend sur S un point mobile M, et Ton trace BM; puis, en M, 
on élève, à BM, une perpendiculaire qui rencontre A en D, 
AB en G; trouver: 

1<* L'enveloppe de CD;* 

2® Celle de la circonférence 8 circonscrite au triangle CBD; 

3® Le lieu décrit par le point de rencontre de BM avec 8. 

Notes sur l'exercice 6. 

!• Pour trouver les coordonnées (Ç, yj) de Torthocentre H du triangle 
AA'A* on peut observer que le centre w du cercle circonscrit, le centre 
de gravité G, et le point H sont en ligne droite ; de plus, 

HG = 2Ga). 

Les coordonnées de w sont données au moyen de Téquation du cercle 
de Joachimsthal (CM. S, y p. 402); celles de G sont une moyenne arithmé- 
tique entre les coordonnées des trois points A, A', A'. On forme facile- 
ment, grâce à l'Hyperbole d'Apollonius, l'équation du quatrième degré 
qui admet pour racines les abcisses (ou les ordonnées) des points P, A, 
A', A'. Par exemple, a, p désignant les coordonnées de P, on a pour les 
ordonnées : 
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c'y* -h 26VPî/5 -h . . . = 0. 

2b«3 
Donc ^ -H y, + !/i 4- î/3 = r > 

y,, i/j, 2/3 représentant les ordonnées des points A, A', V. Finalement: 

a* + b* a* + 6< 

2* Ces formules donnent immédiatement Tcqualion du lieu demandé: 
Ce lieu est une ellipse représentée par l'équation 






3" L'éqnalion de PH est 

a*x ' hhj a* -\- b* 

b ces 9 a sin 9 a& 

L'enveloppe {C. M, S., t. II, p. 145) est une courbe V ayant pour équation 

22 2 

o'x^ +6V* = (a* + 6M^- 

il priorif on voit que F est unicursale ; car, à un point P, ne correspond 

qu'un seul point H. On peut représenter les coordonnés d'un point de F 

au moyen des formules : 

a'-hb* , a* + 6* . , 

X = — cos>. y = — — — sm'9. 

On voit que F est la développée d'une ellipse dont les axes sont : 

. aHa' + b*) _ . , a* + b' 

a^ — 66 o* — 6« 

En d'autres termes, la trajectoire orthogonale de PII est l'ellipse repré- 
sentée par 

x'^ y^ 



A« ' B= 

Enfin, on pourra vérifier, par des procédés divers, que F est tangente 
à l'ellipse donnée, en quatre points, lesquels sont les points de contact 
obtenus en menant, à cette ellipse, des tangentes perpendiculaires aux 
diamètres conjugués égaux. 

Remarque. — Soit un point P(a, ^) ; de ce point, partent quatre norma- 
les. Si l'on désigne par o^i, y, les coordonnées du pied de l'une d'entre elles 
c cercle passant par les trois autres pieds est représenté (C. M. S., t. II, 
p. « 02) par l'équation 

(xx, yyi \ 

dans laquelle on a posé 

2/1 Xi 

Si l'on suppose que P soit situé sur l'ellipse; alors, ^=yu a = a?,, et 
l'on a 

Ce résultat prouve que : Si, d'un point P, mobile sur une ellipse donnée^ 
6n mène les trois normales PA, PA', PA', le centre de V ellipse a la même puis- 
sance, par rapport à tous les cercles circonscrits aux triangl*" tels que A A' A' 
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QUESTIONS D'EXAMEN (*) 



= o. 



00. — Trouver le lieu des centres des coniques d'aire constante, 
tangentes à trois droites données. Opérer sur l'équation générale 
et dire de quel degré est le lieu. 

Soit 

Aoj* •+- My* 4- A'^" 4- 2By^ -+- iWzx + iKxy = o, 

réquation d'une conique F; cette courbe sera tangente à la 

droite représentée par Toquation 

P, =: Ux<C + Viy 4- WiZ — o, 

si l'on a ; 

A B" B' u, 

B' A' B Vi 

B' B A' Wi 

Ui Vi Wi o 

Désignons par a, a\ a" les mineurs principaux du discri- 
minant A de la conique F, et par 6, 6', 6" ses mineurs secon- 
daires; ce qui revient à poser: 

a = A'A" - B^ b = B'B' - BA, 

a' = A'^A - B'\ b' = B"B - B'A', 

. a" = AA - B"*, b' =r. BB' - B"A'. 

Développons le déterminant précédent en Tordonnant par 
rapport à t/<, v,, t^»; nous aurons : 

au] -h a'v\ 4- a^w^ 4- 2bViWi 4- 2b'w^Ui 4- 2¥UiVi = 0. (i) 
Les coordonnées (a;, y, z) du centre de F vérifient les 

équations : 

Ax 4- B'y 4- B'j5 = o, 

B'a?4- Ay 4-Bjs =0; 

et ces équations sont équivalentes aux suivantes : 

- = i( = — = i i^\ 

V b a' X* ^'^^ 

Éliminons b\ 6, a' entre ces relations et l'équation (1); il 
vient u\ 4- a t^? + 2VuiVi 4- Xt^i(2Via3 4- 2Viy 4- 1(?»2) = 0. 



(*) Solution communiquée par M. A. Abelin (lycée d'AngoulÔme). 
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En donoant à t, dans cette égalité, successivement, les 
valeurs r, 2, 3, on obtiendra trois relations linéaires et 
homogènes par rapport aux quantités a, a', 6", X. 
Si Ton pose : 

2U^ -h 2Viy -r U\Z =. 2P, — V,Z 

le système précédent équivaut au suivant : 



a 



— a 



rf U^Vi M?i(2Pi — w^z) 

v] u,r, tc?,(2P, - w,^) 

6'^ 



V\ U^V^ î^'i(2Pi — M?i^) 

-X 



«î 


t-î 


Wl(2P, 


-Wl 


-') 


«4 


t^t 


M>,(2P, 


-«', 


-) 


«1 


"1 


«;,(2P, 


-t». 


-") 



On peut observer que les déterminants auxquels a, a\ b" sont 
proportionnels, sont des fonctions linéaires et homogènes de 
X, y, z. D'ailleurs, la relation : 

exprime, comme on sait, qu'une conique a une aire constante ; 
avec nos notations, cette relation devient : 

A« = Ka''». (3) 

D'autre part, nous avons 

A A = a'a - 6% A'A = a'a - 6'*, B'A = bb' - 6 V ; 
nous en tirons : 

(AA' - B'«)A« = {a'a' - b%a'a - 6'«) - {bb' - 6 V)« ; 
ou, en effectuant les calculs : 

A« = m'a" - a6« - a'6'« - a'b"* + 2bb'b\ 
La relation (3) devient alors : 

aa'a" - aft« - a'ft'« - a 6"* + 266'6'' = Ka'» ; 
ce qui peut s'écrire, en tenant compte des relations (2) : 
X*Kx;» + a')<x* -h aXy* - ib"}^ + (&''• - aoTjz = o. 
Cette relation est homogène par rapport à : a, a', 6", X ; si 
l'on y remplace ces quantités par les déterminants qui leur 
sont proportionnels, on obtiendra l'équation du lieu cherché. 
On voit que ce lieu est une cubique. 
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QUESTION 24 

Solution par M, Henri Ferval (*), élève au lycée Henri IV 
( Classe de M. Macé de Lépinay ) 



On considère deux droites rectangulaires Ox, Oy et un 
cercle G, tangent à Ox au point P. Soit P' le symétrique de ^par 
rapport à V origine. Par ce point P', on mène une transversale L 
qui rencontre C en A et en B. On joint alors le point P au point L\ 
puiSj à cette droite PA, on élève, en ce point P, une perpendiculaire 
qui rencontre L en un point I. Trouver le lieu du point I quand L 
tourne autour de L'. — Ce lieu est unecisso'ide oblique ayant pour 
point de rebroussement le point P. On propose enfin de démontrer ce 
résultat par la Géométrie. (G. L. ) 

Transportons, pour plus de commodité, l'axe des y parallè- 
lement à lui-même jusqu'à ce qu'il passe en P. L'équation de C, 
dans le nouveau système d'axes, sera : 

(1) œ» + y' - dj/ = 0. 

La droite L a pour équation : 

if) y = m{x-h p), 

m étant un paramètre variable. 

Une combinaison homogène de (1), (2) nous donne l'équa- 
tion de l'ensemble des droites PA, PB : 

(3) (pm — d)y^ -\- mdxy + pmx* = 0. 

Par suite, le faisceau des droites PI, PI' est représenté par 
l'équation 

(4) (pm — d) x^ — mdxy -h pmy^ = 0. 
L'élimination de m, entre (2) et (4), nous conduit à l'équation 

du lieu cherché : 

(x^ -\- y^){py — dx) — dpx^ = 0. 

Ce lieu, du troisième degré, passe par les ombilics du plan, 
et possède un point de rebroussement en P; c'est une cissoïde. 

Ce résultat pouvait se prévoir par des considérations géomé- 
triques. 

(*) Aujourd'hui, élève k l'École normale supérieure. 
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Sur chaque transversale L, il y a trois points du lieu, savoir : 
I, r et P. Le point P est un point simple du lieu; car celui-ci 
n'y passe qu'une fois ; et cela, quand la transversale L con- 
tient le point du cercle diamétralement opposé à P. Le lieu 
est donc bien du troisième degré. 

En outre, dans le cas où la transversale P'A, joint P' à 
Tun des ombilics Aj, PAi et PI^ sont parallèles a P'Aj, et le 
point II du lieu coïncide avec Aj; le lieu passe donc aux 
ombilics du plan. 

Enfin, lorsque L se confond avec P'Pi, les deux points I J' 
coïncident avec P. Les droites PA et PB ayant pour limite 
commune FP, les sécantes au lieu PL et P'I se confondent, 
à la limite, avec le diamètre du cercle, perpendiculaire PP' : le 
point P est donc un point de rebroussement. 

Les trois propriétés établies caractérisent la cissoïde: le 
lieu est donc une cissoïde, et cette cissoïde est oblique, parce 
que K étant le deuxième point du cercle donné et du cercle 
décrit sur PP' comme diamètre, la direction asymptotique 
P'K du lieu n est pas perpendiculaire à la tangente de re- 
broussement. 

Remarque. — On a vu, par ce qui précède, que le point V 
vient en P', lorsque I s'éloigne 
à l'infini; il en résulte que P' 
est le point central de l'invo- 
lution déterminée par les deux 
couplesI,r,M,M',etquel'ona: 
P'I X PT = P'M X P'M'= P'P^ 
D'après cette égalité, le lieu 
des points I,r est anallagma- 
tique, par rapport au point P' où la tangente est parallèle à 
l'asymptote réelle, le module d'inversion étant P'P^. 

La propriété que nous venons de démontrer n*appartient 
pas, en propre, à la cissoïde. On prouve aisément que toute 
cubique circulaire est anallagmatique, par rapport aux points 
(en général, en nombre égal à quatre) où la tangente est pa- 
rallèle à l'asymptote réelle. 
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QUESTIONS 177 ET 178 (*) 

Solntlon et Généralisation par M. J. Ghapaon. 



1, — Le nombre des manières de ranger les (p + q) 
premiers nombres sur deux lignes de sorte qu'ils aillent en 
croissant de gauche à droite et de haut en bas, en plaçant p 
d'entre eux, dans la première et ç]dans la seconde, au-dessous 
des q premiers termes de la première, est, (p ^ q) 

(p-q-i- i)(p + 2)(p -h 3)(p 4- 4) (p + g) 

I •2.3*4. • * • «9 
En particulier, si p = qf, on trouve 

(p + 2)(p -4- 3)(p + 4) 2p 

1.2 p 

ce qui donne la solution pour 2p nombres (question 477), 

2. — Si Ton place les (p + ? -t- r) premiers nombres sut 
trois lignes, de sorte qu'ils aillent en croissant de gauche à 
droite et de haut en bas, en en plaçant p, dans la première; 
q, dans la seconde, au-dessoUs des q premiers termes de la 
première ; r, dans la troisième^ au-dessous des r premiers 
nombres de la seconde; on pourra le faire de iV^q^f) 
(p~g-MXp--rH-2)x(y~r+i)x(p-h3Xp4-4) (p-^q-hr) 

1.2.3 rXi.2.3 (îH-i) 

manières différentes. 

En particulier, si p = 9 = r, on aura pour les 3p premiers 
nombres (question 178). 

^ (p-i-3)(p + 4)...(3pj 

p\{p -f- i)I 

di Générâlisatioiii — En obserrant les conditions pré^^ 
cédentes, supposons p nombres dans la première ligne, pi dans 
la deuxième, p, dans la troisième^... p^-i dans la n°*® et 
dernière ligne, les pq nombres de la (5^ -h i )« ligne étant placés 

l*) Voyez les énoncés (Journal, 18S5 ; p; 239). 
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au-dessous des p<, nombre de la ligne précédente, on verra 
que le nombre cherché sera 
(p-Pi4-i)(p-p,+2)...(p-pn-i-fn~i)x(Pi-/?>-n)(pi-p3+2) 

p„_l!(pn-2-t- l)KPn-3 H" 2)î(Pn-4 "+- 3)! 

•.•(Pi-Pn-i-i-n-2)x...(p4-n)(p-+-n-hi)...(p-+-j»iX...+Pn-i) 

...(Pi + n - 2)1 

(si p > i?i > p, > ... > Pn-l). 

La loi suivant laquelle se succèdent les facteurs du numé- 
rateur est la suivante : 

On forme les différences p — Pi,p — A» p — />«... (p — Pn~i), 
on augmente la première de i, la seconde de 2, la troisième 
de 3, etc., et on les multiplie entre elles. 

On forme ensuite les différences p^ — p„ p^ — p, ... on 
augmente la première de i, la seconde de 2..,, etc. 

On prend ensuite les différences p, — p,, p, — P4, jo, — p,.,. 
on ajoute i à la première, 2 à la seconde, 3 à la troisiè- 
me, etc., et ainsi de suite. 

Enfin, Ton voit facilement que les derniers facteurs sont 
des nombres consécutifs croissants, à partir de(|(p -h n).. jus- 
qu'à la somme (p -H pi -h Pa -H ... -h pn-i) inclusivement. 

En particulier, si p =: p^ = p, = ... = p^.^, les np nom* 
brcs pourront se ranger sur n lignes de 

1 1213! . . . (n — i)!(p + n){p 4- n + i) . . . np 
pl(p -h r)!(p -h 2)!(p -h 3j! . . . (p 4- n ^ 2)! 
manières différentes et, de même, sur p lignes 

IÎ2131 . .. (p — i)!(p -+• n\p + n 4- i) ... np 
n!(n + i)!(n + 2)! . . . (p + n — 2)! 

Il est évident que ces deux nombres doivent être égaux, 
Ou le vérifie en réduisant au môme dénominateur. 



QUESTIONS tHOPOSÉES 



230. — Soit A un point pris sur une ellipse F, de celitrë 
0. D*un point M, choisi sur la normale en A, oii peut me- 
ner, à r, trois autres normales, dont les pieds appartiennent 
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à un certain cercle A, dit cercle de Joachimsthal, de centre Û. 
Soient N le point do rencontre de AM avec le grand axe do 
,r, et P la projection de M sur ce même axe. Démontrer 
que l'abcisse de û est égale à la moitié de NP. 

Déduire de cette remarque, et d'autres propriétés connues, 
la construction du cercle de Joachimsthal qui correspond 
aux points M et A. (G. L.) 

240. — Soient ^ et n la tangente et la normale en un point 
d'une conique, P le pôle de la normale n, d'une droite quel- 
conque menée par P. Si la tangente, en un point quelconque 
M de la conique, coupe la tatigento t au point T, et que la per- 
pendiculaire élevée en 0,à OM, coupe la droite d au point S ; 
la droite ST passe par un point fixe H de la normale n. 

Faisant coïncider le point M avec le point diamétralement 
opposé au point 0, on voit que le point H est le pied de la per- 
pendiculaire abaissée sur 71, du point oîi la droite d est coupée 
par la perpendiculaire élevée en 0, au diamètre passant en ce 
point. 

Corollaire. — Soient t la tangente en un point d'une 
conique, P le pôle de la normale correspondante, 8 la perpen- 
diculaire abaissée du point P sur le diamètre passant au point 
0. Si la tangente en un point M quelconque de la conique 
coupe la tangente / au point T, et que la perpendiculaire éle- 
vée en 0, à OM, coupe la droite 8 au point S; la droite ST est 
perpendiculaire à la tangente /. (D'Ocagne), 
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REMARQUES 

SUR LA 

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE DES COURBES PLANES 

FORMULES FONDAMENTALES 
APPLICATION A LA DÉTERMINATION DE CERTAINS RAYONS DE COURBURE 

Par M. Maurice d'Oeagne, ingénieur des Ponts et Chaussées. 



6. — Dans le cas où la droite AB a une direction fixe, c'est- 

AC 
à*dire oîison enveloppe est un point à l'infini, le rapport ■=— 

a une limite égale à 1 et la formule devient 

(/(A) AT 



(4) 



d(B) BT 



7. — Supposons les points A et B liés par la condition que 
Tangle AOB soit constant, le point étant fixe. 

L'enveloppe de AO est le point 0; la normale ù cette enve- 
loppe est la perpendiculaire menée, par le point 0, à AO; elle 
coupe la normale en A à la courbe (A) au point a , et la for- 
mule (1) donne 

d(A) == Aa. e(0). 

De même, 06 étant perpendiculaire à OÇ : 

d(B) = B6. 6^(0). 
Mais Tanglc AOB étant constant, 

e(0) = e,(0); 

donc 

- d(A) _ Aa 

^^ d(B)""B6* 

8. — L'accroissement inûniment petit de la corde AB, 
obtenuen projetant les arcs d(A) et d{B) sur cette corde, est 
donné par 

(7) d. AB = ab. e(G) 

Si AB est constant, dAB = o; par suite, o6 = o; on a ainsi 
lo corollaire suivant : 

JOURNAL DB MATH* SPÉG. — 1888. 3 
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Corollaire I. — Si sur toutes les tangentes à une courbe (G), 
on porte, à partir du point oii elles coupent une courbe (A), une 
longueur constante AB, la normale à la courbe (B) passe par le 
point de rencontre des normales aux courbes (A) et (G) (centre 
instantané de rotation). 

Et si les courbes (A) et (B) coïncident: 

Corollaire II. — Si, sur toutes les tangentes à une courbe 
(G), on porte à partir du point de contact , une longueur con- 
stante GB, la normale à la courbe (B) passe par le centre de cour 
bure de la courbe (G). 

9, — D étant le point oîi AB coupe une nouvelle courbe (D), 

on aura aussi, 

d. AD = ad. £(G). 

. . d' AB ab .. 

Par suite, XÂD = ^^ ' ^^^ 

AB 
10. — Si -T-K ©st constant, la formule devient 
AD 

AB _ 06 

(^^ AD "ad' 

11 . — Si la direction de AB est fixe, on a 

d. AB _ AB AH\ 

^^"^ (/. AD ~ AD ' AH ' 

H étant la projection, sur AB, du point do rencontre des 
tangentes aux courbes (A) et (B); H' la projection, sur AB, du 
point de rencontre des tangentes aux courbes (A) et (D). 

AB 

12. — Si -—est un rapport constant, on a 

AD 

BH' = BH. 
Ainsi les tangentes aux courbes (A), (B), (D) concourent au 
môme point; résultat évident a priori. 

13. — Du point A de la courbe (A), menons les tangentes 

AG ACi, aux courbes ((J), (G,). La normale à la courbe (A) 

coupe, aux points a, a^ les normales aux courbes (G), (G,). 

D'après la formule (1) : 

d{k) = Aa. 8(G), 

d(A) = Aa^. e(Gi)5 
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donc 

(11) e(C) _ ka^ 

6(G,) ka ' 

14. — EnfiD, si les droit' s AC, AC^ fout entre elles l'an- 
gle 9, on a, pour valeur de la variation infiniment petite de 
cet angle, 

Passons maintenant aux applications. 

(A suivre.) 



SUB LE THÉORÈME ET LES FONCTIONS 



DE STURM ; 



Par M. Haure, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Moulins. 



II 

Nous allons maintenant nous occuper de l'expression de 
/i(aj), en fonction symétrique des racines de /J, = o. 

Je rappelle auparavant les formules suivantes, attribuées à 
Euler, qui sont une conséquence immédiate de la décompo- 
sition des fractions rationnelles en éléments simples. 

Soient 9 = p^xP -h piX^'^ 4- . . . 4- Pp, 
/ = aoO;'» 4- a,aî"-* 4- ... 4- a„.* 
Désignons par $1, ?,, ... En les racines dQf{x) = o, supposées 
distinctes. On a 

Il suffit, pour le voir, de faire x infini dans Tidentité suivante, 
à laquelle conduit la décomposition en éléments simples : 

X(f(x) _ S a;cp(gi I 
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Cela posé, supposons que ^^ o soit uneéquationn'ayautquc 
des racines simples, et reprenons nos polynômes/*, •]/*, 94. 
L'équation (9) de la première partie 

fk — f'M - /i'Iik 
nous montre que, pour x = \j\ étant une racine de Téqualion 
f^{x) q?: 0, on a 

(2) Afô = mM^)' 

Or, en verlu des équations (1) de la partie actuelle, on a 

pour t <.n — k 

tj/jk étant de degré A' — i , si comme nous le supposons, le cas 
est régulier. 
On a, par conséquent, les équations suivantes : 

pour t < n — k 

Posons, comme précédemment : 
et désignons par Sp^i la fonction symétrique 

^"''^ ""mm' 

Nous aurons, en faisant varier < de oà n — fc — i, les w — /i 
équations suivantes : 

5iOiï_ft + ... -h ... H- 5„_fr+iOj = O, 

A CCS équations, ajoutons les deux égalités : 

6* 

Sn-kCtl-k -»-..•+ ^2n-2JkOo = "! ' 

a* 4- ... +aîaî"-* = /i((r). 
Si, entre les n — A -f- 2 équations, nous éliminons les 



et 



n — k-h 
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I quantités a*, nons obtenons Téquation suivante 
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(S) 



Posons 



6Î 



X 



^»— * *n-fcfl 



G 



à\ 



52n~2ik 
Sn—k 



^n-Jk-1 



Q2n-2*-l 
• • • o 



(6) D, = 



I X 

8q 5, 



œ' 






*0 '^1 



.92n-2;-i I» 



L'équation (5) nous donne : 



52n_^-2 






d'où 
0) 



"0 






Di 



= o. 



ou, en verlu de l'équation (14) de la première parlio. 



a 



k-l 



dk^i 



Le coefficient de a?"-*, dans D*^ est 

(- iV^'^'d,. 
On a donc 

(8) ^0 ;;;*=î5— • 

De là, nous concluons : 
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Si k est pair, nous en déduisons : 

k _ dkfik~2fik^ « * « «2 ^0 
Oo — flo ^2 JÎ 12" 

Si A: est impair; 

^ = ao»k*-g 3j2 ;;2 — * 

«*-l«»ik-3 ... «2 

ou, en vertu de (8) : 

Oq »fc— 1 • • • d^'^o 

Ainsi, d'une façon générale : 

(9) "o={t) <'*'32—3 

Nous aurons donc : 



arrf«-t= ly dU. 



=© 



^0' ^*— 2«Wfc_4 • • • 



^Co' Wjfe— 2'<*fe— 4 • • • 

Par suite, Téqualion (7 bis) devient 

,'aV-î!LrfL2.4-4... 



^" = ©-" 



'0/ ^ft— 1 • ^k— 3 • • • 

Posons ,,_/a\(-i)\ rfI^2.dL,... 



.1)*. 



rffc-l • cifc-3 • • • 



en convenant que : \ =-^y 

«0 



.0 



^1 — — 

Nous aurons ^ = (— i)»»-* XfcDfc 

Les quantités X étant toutes de même signe, nous voyons 
que si /ô, /i . . ., fk, • >'<, fn forment une suite de Sturm, on 
pourra leur substituer 

(- i)»Do, (- 'ly-' D„ . . . (- i)"-*Dk, . . . 
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Do, - D„D„ ... (- Ij*D*, ... 

pour séparer les racines de /i = 0. 

La suite des quantités D se termine par D„_j, et Dn, si nous 
nous reportons aux équations (6). 

On a : D„.i = 

Quant à d„_-i et d„, on a 

et 

dn = I 
Ce qui concorde avec les équations qui déterminent les 
quantités a*, et avec l'équation (8). En effet, les premières 
donnent, pour A = n : 

„ _ 63 _ I 

L'équation (8) donne 

dn dn 



a" = 



ce qui exige que <i„ = i . 

foix) --= § D,{x), 

qui donne ff,{x) sous forme d'un déterminant dont les coeffi- 
cients sont des fonctions symétriques des racines de /'o(aî) — o, 
contenant les n coefficients d'un polynôme arbitraire de degré 
n — I. 

Supposons que nous prenions, pour le polynôme f^, le poly- 
nôme de degré n — j , défini par les conditions : 

A(?i)/'(5i) = A(y/'(5.) ... - fif^nVd^) = I . 

Alors nos quantités Sp+t deviennent, 

ce sont les sommes des puissances semblables des racines 
de folx) = o; nous les désignerons par 

D'après ce que nous avons dit au commencement de la pre- 
mière partie, les fonctions /i, /^ ... /**.../„ forment une suite 
de Sturm,/i étant déterminé comme nous venons de l'expliquer. 
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Les fonctions de SKirm sont alors 



vu • • • vu 
Oj • • • Ofj 



^n— 1 ^n • • • ^2n— 1 



n-1 



1 X • • ■ X 



^0 ^1 * • • ^n— 1 



^n— 2 . • • b. 



n-3 



♦ • t » 



.., (^ rr* 



I a; 

So Sj 



,(-!)"; 



avec So = S $0 = n. 

Telle est la suite que Ton peut substituer à la suite ordinaire 
de Sturm. 

On a ainsi une série de fonctions dont les coefficients sont 
exprimés au moyen des coefficients de ^(a5). Il suffit en effet 
de calculer les quantités S au moyen des formules de Newton. 

Pour ne pas avoir de signes —, on peut écrire les détermi- 
nants de la façon suivante : 



n-l 



a?** ai 

Se c 

n »^n— 1 • • • "^0 

^n + 1 • • ♦ . . . oj 





/fM — 1 />»n — 2 


.. . I 








^n— 1 • • . 


. . . Cq 












X I 


> 


S2n-3 


Sn—*l 


9 ... 


Si So 



I. 



^2n— 1 • • . • • • ^n—i 

t 

On peut, également, les remplacer par des déterminants de 
degré moindre d'une unité. 
On a en effet, par une transformation évidente : 



D;= 



I 

S, 



o o 



Sn-j-l, Sn— y— Sn-y-liT, S„_,\n— (Sn~,— •Sn-y_iCC)a:— Sn-;-lîX;*, . . . 

Si — acSo, Sj — oîSo, . . ., Sn-i — i»So I 

Sj — ûîSi, Sj — a?Si, • . ., Sn_j+i — icSi 



Sn-y — a?S„_y«i Sgn-^-l — ajSn- j^i I 
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Cette transformation est du reste générale ; elle s'applique 

dans d'autres cas. 

(A suivre.) 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 
Par M. Emile Ti|çarlé (Suite). 



48. Points de Brocard (ûiû,). — On appelle Points de 
Brocard, et nous désignerons par les lettres û^, û, les deux 
points pris dans l'intérieur du triangle, et tels que l'on ait, 
entre les angles, les égalités 

ÛjAG = Û,GB = ÛjBA = ûjAB = û^BG = Û^GA = w. 

Geci montre que : les points de Brocard sont deux points in- 
verses. 

Ces points ont été souvent rencontrés, mais personne, avant 
M. H. Brocard, n'avait soupçonné leur rôle et leur importance 
dans la Géométrie du triangle. G'est pour ce motif que 
M. Neuberg (M. 1881, p. 175) les a nommés Points de Brocard. 

M. Brocard posa d'abord la question de leur détermination 
graphique (N.A.M. 1878 p. 192); il les étudia, ensuite, dans 
divers articles de la Nouvelle Correspondance Mathématique, 
et surtout dans un Mémoire présenté à V Association française 
pour r Avancement des Sciences, (Alger 1881). 

Ges points sont intimement liés au point de Lemoine (*). 

M Lemoine a montré (iV. A.JU* 1885, p. 201-223 et A. F, Gre- 
noble 1885) que les points de Brocard sont les points brocar- 

(*) Le nombre des Mémoires publiés sur les points et les éléments du 
cercle de Brocard est considérable : il nous est donc impossible d'en don- 
ner la liste. M. Lemoine {A. F. Grenoble 1885) en a cité un grand nombre. 
Nous renverrons le lecteur à ce travail, et nous nous contenterons d'indi- 
quer les principaux mémoires. 

H. Brocard. — Propriétés du triangle {N. C. M. 1877, p. 65-69, 106-110, 
187-192. tome V, 1879, pp. 323, 343, 393, 425. tome VI, 1880, pp. 19, 97. 
Étude d'un nouveau cercle du plan d'un triangle (A. F. Alger, 1881). — 
Nouvelles propriétés du triangle (A.F.Rouen 1883, J. E. 1883, pp. 248-272.— 

JOURNAL DB MATH. SPéC. — 1888. 3. 
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diens du point de Lemoine. Cette liaison permet de distinguer 
facilement, entre eux, les deux points de Brocard. Nous dirons 
que ûj est le point direct de Brocard et û^ le point rétrograde de 
Brocard (*). 
Les coordonnées des points sont : 

c a h . , 

* ^ h c a 

h c a , , 

* c a h 

Leurs distances aux sommets de ABC sont : 

' m* m* m* 

c*6 zr-zz^ a^c —-^5 6'a 



* m* * m* * m» . 

La distance des points Û^, i\ est donc : 

2R 2R ^ 

û^ûj = = -: , 

sin 0)/ 1 — 4 sin* cd sin 2a>v/ 1 — 3 tg* w i 



Hyperbole des neuf points [J. S, 1884, p. 197. — /. S. 1885, p. H, 30, 58, 
76, 104, 123). 

A. MoREL. — Etude sur le cercle de Brocard [J, E. 1883. pp. 10, 33, 62, 
97, 169, 195). 

E. Lemoine. — Sur une généralisation des propriétés relatives au cercle 
de Brocard et au point de Lemoine (JV. A. M. 1885, pp. 201-223.) 

Généralisation des résultats du Mémoire précédent, et nouvelles proprié- 
tés sur le même sujet (A, F. Grenoble 1885). 

J. Neuberg. — Sur le centre des médianes anti-parallèles [Af . 1881 , pp. 153, 
173, 185). 

J. Gasey. — A Treatise on the Analytical Geometry (1885 pp. 245-257). 

T. G. SiMMONS. — Companion weekly problem papers 1888. 

H. Artzt. — Progr. LIV. der Gymm de Recklinghaïuen ; Untersuchungen 
etc., ein Beitrag zur GeomeL des Brocardschen Kreises (20p. in-4« 1 planche 

P. H. ScHOUTE. — Over een nauwer verband tusschen hoek en cirkel van 
Brocard (overgedrukt uit de verslagen en mededeelingen der KoninMijke Aka- 
demie van Wetenschappen^ afdeeling Natuurkunde^ 3^ Reeks^ Deel IJI) . 

(•) Plusieurs termes ont été proposés pour distinguer, entre eux, les 
points de iBrocard. Les points étant définis comme ci-dessus, M"« C.-A. 
Scott a proposé (E, T. Juillet 1883) d'appeler ûj premier point de Brocard 
et Ûa second point de Brocard, M. T.-G. Simmons a appelé {E, T. Décem- 
bre 1885) Q| point positif de Brocard et ûj point négatif de Brocard, Nous 
n'emploierons dorénavant que les termes de point direct et point rétrograde 
de Brocard, proposés par M. E. Lemoine. 

M. Brocard (A. F. Alger 1881) avait appelé Û^ et û, les potnfs sédentaires, 
dénomination tirée de la manière dont il construisait ces points : ce terme 
est aujourd'hui abandonné. 



1 
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M. T. C. Simmons a indiqué une liaison entre le point de 
Lemoine et les points de Brocard (Appendix. P. L. 1886) : 

Du foyer K d'une ellipse, menons les droites M KM', NKN' 
faisant un angle de 60' avec le grand axe, et traçons MN', 
M'N. Soient ûj, û, les milieux de MN', M'N. 11 existe une 
infinité de triangles inscrits à l'ellipse donnée et circonscrits 
à Tellipse ayant K pour foyer et MN', M'N pour tangentes aux 
sommets. Ces ellipses possèdent beaucoup de propriétés, 
parmi lesquelles nous citerons la suivante : 

Si Vellipse MNM'N' se projette suivant un cercle, t ellipse inté- 
neure se projette suivant une autre ellipse (c'est Vellipie de 
Brocard, dont il sera question dans la suite); et tous les triangles 
dont, nous venons de parler ont K pour point de Lemoine et ûi, 
Ûj pour points de Brocard. 

Les points de Brocard possèdent un très grand nombre de 
propriétés; nous signalerons les principales dans la suite. 

49. Angle de Brocard (w). — L'angle de Brocard est 
celui que nous avons désigné par o) et qui sert à définir les 
points de Brocard. Cet angle est donné par l'une des relations 
suivantes : 

sin* 0) = sin (A — w) sin (B — cd) sin (C •- w), 
cogt 0) = cotg A 4- cotg B + cotg G, (*) 
coséc* CD = coséc' A + coscc^ B + coséc* G, 

_ sin* A -h sin* B + sin* G 

cotg 20) = 2 gin ^ gin B gijj G (sina a -t- sin» B + sin> G) 

M. Brocard a donné (A. F. Alger 1881, p. 14S) les deux 
constructions suivantes de l'angle (d. 
1° Soit ABG, le triangle donné, ou un triangle semblable 

(*) Ces deux formules se trouvent dans les Théorèmes et problèmes de 
Trigonométrie y de M. Léonce Glarke, p. 33 (1849). Contrairement à ce que 
pensait M. Lemoine {A, F. Grenoble 1885) ces formules ne se rencontrent 
pas dans le Grondbeginsel der Meetkunde (Groningue 1833) de J. H. Van 
Swinden, mais seulement dans la traduction de G. A Jacobi. Diaprés 
M. P. H. Schoute, qui nous a communiqué ce renseignement, G. F. A Ja- 
cobi a traduit en allemand la géométrie de Van Swinden, et y a ajouté 
quelques nouveaux problèmes. Parmi ces derniers, les problèmes 546- 
552 contiennent des propriétés des points de Brocard, et c^est seulement 
dans la proposition 848 que se trouve la formule 

cotg co = cotg A + cotg B + cotg G. 
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à celui-ci. On suit son périmètre dans le sens GBA, par 
exemple, et Ton mène, par les sommets, des perpendiculaires 
aux côtés, lesquelles forment un nouveau triangle a^y. On 
construit le rectangle ayant AG pour côté et Aa pour diago- 
nale. Soit M le quatrième sommet du rectangle. L'angle Mya 
est égal à o). 

2® On mène, par G, une tangente au cercle circonscrit, 
laquelle coupe, en M, la droite menée par B, parallèlement 
à AG. L'angle MAC est égal à o). 

Gette seconde construction est plus simple que là première, 
et permet d'éviter une transformation du triangle donné. 

L'angle de Brocard joue un rôle très important dans la Géo- 
métrie du triangle. Nous le rencontrerons très souvent. 

50. Premier triangle de Brocard. AiBiG^. — Les 

sommets sont les projections du point de Lemoine sur les 
médiatrices (perpendiculaires aux milieux des côtés). Ge sont 
les points semi-réciproques du point de Lemoine, K; leurs coor- 
données barycentriques sont : 

Al ... OL : p vy = a^ : c* : b^, 

Bi . . . a : p ; Y = c" : 6» : a', 

Gj ... a : p : y = b* : a^ : c*. 

51. Deuxième triangle de Brocard. A^B^Ga. — 11 a 
pour sommets les projections du centre du cercle circonscrit 
sur les droites AK, BK, GK (symédianes). Les coordonnées 
barycentriques des sommets sont : 

A, ... a : p : Y = (6* + c« — a«) : 6» : c*, 

B, ... a : p : Y = a* : (a* -h c* — 6«) : c», 
G, ... a : p : Y = a* : 6* : (a« + 6* — c«). 

52. Troisième triangle de Brocard. AsB^G^. — Ses 
sommets sont les points anticomplémentaires des sommets du 
deuxième triaugle de Brocard; ils ont pour coordonnées : 

Aj ... a : p : Y = a* : (2c' — o*) : (26* — a*), 
Ba ... a : p : Y = (2c* - 6«) : b* : (2a* - 6«), 
Cj ... a : p : Y = (26* — c") : (2a* — c») : c*. 

53. Axes d'homologie de ABG, avec le premier 
triangle de Brocard. — Ges deux triangles sont triple- 
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ment homologiques ; et les axes d'homologie Sj, Sj, S'J ont 
respectivement pour équations : 

ABC avec AjBiCi ...Si . .. , °^., + ., ^ , 4- , \^ , = o. 

oc 6 Y 

ABC avec CiAiBi ... Si ... j- — r4- , ,., + , ^.. , = 0- 

ABC avecBjAA ... 3'; "!—- + t—j^—Jl = o. 

Remarque: — Si et S'i sont les droites isobariques de S,. 

54. Centre d'homologie de ABC avec AiBjCi. — 
Point D. — Les deux triangles ABC, A^B^Cj sont inver- 
sement semblables et ont pour centre d'homologie un point 
remarquable, que nous noterons par la lettre D, et dont les 
distances aux côtés sont inversement proportionnelles aux 

cubes de ces côtés: 

I I I 

^ o' 6' c* 

L'inverse du point D, le point D,: 

x:y:z = a*:b^:c^ 

est le pôle de la corde Û^ Ûj du cercle Où, û, K, ayant OK 

pour diamètre (cercle de Brocard). 

(A suivre.) 



AGREGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES (*) 

(CONCODRS DE 1887) (SuUe). 
fik>latloii par M. Levavassrur, professeur au lycée de Moulins. 



3. — D'une façon générale, considérons deux coniques 
S, S' telles, que la conique S, qui passe par les points de 
contact de leurs tangentes communes, soit un cercle. 

Soient F^, F, deux des foyers de la conique S (réels ou 
imaginaires), et F/ un foyer de la conique S'. Imaginons la 
circonférence qui passe par les points F^, F,, F/. Soient I 
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et J les deux points circulaires à l'infini. Considérons le 
faisceau harmonique dont les trois premiers rayons sont IF^, 
IFj, IFi'. Le quatrième rayon sera une tangente à la conique 
S', puisque le point I est un point du cercle S. Soit F2 son point 
d'intersection avec le cercle Fi,Fj,Fi. Le faisceau JFiFjFlF2 
est aussi un faisceau harmonique, composé de deux tangentes 
à la conique S et de deux tangentes à la conique S'. Donc F2 
est un foyer de S', comme point de concours de deux tangentes 
à S', issues des points circulaires à l'infini. 

Ainsi, tout cercle dont la circonférence passe par deux foyers 
de S et un foyer de S' passe par un second foyer de S'. 

On a ainsi douze circonférences ; dont quatre seulement sont 
réelles ; savoir ; 

1*^ Celle qui passe par les deux foyers réels de S et les 
deux foyers réels de S' ; 

2® Celle qui passe par les deux foyers réels de S et les deux 
foyers imaginaires de S'; 

3® Celle qui passe par les deux foyers imaginaires de S et 
les deux foyers réels de S' ; 

4* Celle qui passe par les deux foyers imaginaires de S et 
les deux foyers imaginaires de S'. 

4. — Prenons pour origine le point A'; et, pour axe des x, 
la droite AA'. La conique S' étant tangente, à l'origine, à 
l'axe Oxj son équation est 

a^x^ 4- a[y^ h- 2b'[xy 4- 2b ly = o ; 
c'est-à-dire que l'on a 

a'\ = o, b[ = o; 

d'où je conclus Aj = o, Bi = o. 

La conique S est tangente, en A, à l'axe Ox, Soit d la dis- 
tance AA'. L'équation 

ax^ -h 2b'x -\-a = o 
admet d comme racine double. 

On a donc — = r-, = — d ; 

a o 

d'où A' = o. 

Son centre est sur Ot/. Donc les équations 
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b'y + 6' = O, 

a'y -h b = o 
sont compatibles; et, par suite, : 

B' = o, ou a = -TT* 

u 

Soit maintenant ce' + y" = do; + Xy l'équation d'un cercle 
passant par les points A et A'. Elle peut être écrite ainsi : 

œ(x - d)= - y{y - X). 
L'équation de S' est 

x{a^x •+• b'iy) = - y{a[y + V[x 4-261). 
Divisant membre à membre, nous aurons l'équation d'une 
conique passant par les points communs au cercle et à la 
conique S', autres que l'origine. C'est 

x — d _ y — X 

a^x -h b'[y ~~ a[y -f- 6"aj -h 2 6/ 
ou 6;(x* - y»)+ {a[ - a^)xy + (261 4- o^X - b'[d)x 

+ (6'^X — a\d)y-r 2b^d = o. 
Elle représente une hyperbole équilatère. 
Formons maintenant, par rapport à la conique S', l'hyper- 
bole aux pieds des normales correspondant au point {x^y^) 
Son équation est 

(b'ix -4- a[y H- bi)(x - x^) = (a^x -h 6;V)(y - yi), 
ou b'iix^ - y*) 4- (a; - ajicy + (61 - b'^x^ + a,y,)a; 

+ (6;'yi - ûi^i)!/ - *i^i = o 
Cette courbe est aussi une hyperbole équilatère, ayant 
mêmes directions asymptotiques que la précédente. Ces deux 
hyperboles coïncideront si l'on a 

(261 4- tti X - b'id) = 61 - b'ix^ 4- a^y^, 
b'il — a[d = b'iyi — a[Xi, 
a?i = 2d, 

ou ^1 ^^ 2a, 

61 4- 6;'c? = a,{y, - X), 

«1^ = K{yx — ^) . 
Ces trois équatioD s seront compatibles, quel que soit a, si l'on a 

61(61 4- 6irf) = a^did, 
b^ih _ B.' B" 



d -^ 



aia'i - 6;'* a;' "■ B 



64 JOURNAL 1>E MATHÉMATIQUES SPÉGIALKS 

Considérons l'équation de la conique 2. On peut la mettre 
sous la forme 

(A'Ai + A^'A; - 2BB0aî« -f- (A'^A, + AAÏ - 2WB[)y^ 
-H (AA; + A'A, - 2B:b;>« 4- 2(B;B'' + B'B;' - AB, - k,B)yz 

+ 2(B;'B*+ B"B, - A'B'i - A:iW)zx 
4- 2(B,B' + BB; - A'^BÏ ~ A;'B>y = o, 
ou bien, en observant que 

A' = B' = a; = BÏ := o : 
G = - 2BBia;« + (A'Ai + AAi)y« + 2(BB; - ArB^an/ 
+ 2B''Bia; + 2(B;B'' - AB^ - A^B)y. 
Voyons à quelles conditions cette équation représentera un 
cercle égal à celui qui correspond à Téquation 

aj» 4- y« — (Jx — Xy = G. 

On doit d'abord avoir 

BB; = B^Ai. 

Or, B = b'b" -ab = UV + ^ = ^(6 + 6"d), 

B" = bV - a'b' = bV + dV¥ = b\b + Vd). 
Cette égalité revient donc à 

résultat déjà trouvé. 
De plus, 

.BB. = A'A, + AA. = -i5:5î . .(A.B -. AB. - A-Bj) 

Or : A = - 6(6 + b'd), 

A" = - -(b + b'd) ■ 
Donc ces égalités reviennent à : 

La relation A'Aj + AA^' + 2BB, = o, 
sera vérifiée si la conique S est un cercle. Il reste 

Bj6'X = d(Bj6 + B\b') - A^b'. 
Cette équation détermine X 

^ B"B;-- AiB - ABj 
^= BB, 
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D'ailleurs, Téquation 

a\d = b'i(y^ - X), 
revient à 

. . , ., , . A';(B"B; - A,B - ABJ + b,a[BB, 
h^y, = A,X -4- ai6i = — i i-^^ ^ > 

. . _ Ai(B^^B; - ABQ 4- B(a B,b, - A^Aq _ A 

^'^' - BÏÏ; "" ~ b' 

B" A 

Ainsi: x,= 2^^ y^ = - -. 

Donc a?! et y, sont fixes et indépendants de X ; ce qu'il fallait 
démontrer. 



CORRESPONDANCE 



Extrait (Tune lettre de M. Jules Roux, boursier d'Agrégation, 
près la Faculté des sciences de Bordeaux. 

« ... A la page 458 de votre traité d'Algèbre, vous avez 
énoncé et démontré le théorème suivant : 

Toute transformation entière correspondant aux formules 

(1) f(x) = a;"* - Aie"»-* -*-...- H = o, 

(2) y = aa;"»-* 4- fa;'"-^ 4. . . . + >^ 

peut toujours être remplacée par une transformation fractionnaire 
définie par les équations: . 

U 6/ V désignant des fonctions entières dont les degrés ont 
UNE SOMME ÉGALE A m ; Fun de ces degrés étant d^ailleurs arbi- 
traire. 

Il me semble que, dans renoncé précédent, les mots : dont 
LES DEGRÉS ONT u.NE SOMME ÉGALE A m, doivout être Tomplacés 
par ceux-ci: dont les degrés ont une somme égale à m — i . . . » 

Nota. — L'observation de M. Roux est exacte; et, depuis 
Tapparition du livre en question, nous en avons fait la remar- 
que dans notre enseignement. La démonstration que nous 
avons donnée (loc. cit.) n'a besoin, pour être complétée, que 
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d'une très légère modification. En considérant les deux équa- 
tions : 

(3) y = oca?**^* -h faî"*-^ -h ... + X, 

(4) ajy = (p + Aa)ic"»"* -h ... -h aH, 
déduites des égalités (1), (2j, Ton observe qu'on peut, en 
supposant p -i- aA t^ o, éliminer le terme en a;*""*. On obtient 
ainsi, pour y, une expression 

Vj étant une fonction entière du degré m — i ; V^, étant sim- 
plement du premier degré ; etc. 
Dans le cas oîi l'on a p + aA = o, la formule (4) donne 

immédiatement la forme (S), etc. 

G. L. 



L itre de M. Papelier, professeur de Mathématiques spéciales^ 

au lycée d*Orléans. 

Je crois répondre à l'idée de M. Laisant en résolvant, au 
moyen des quaternions, les questions 237 et 238 proposées 
dans le numéro de janvier dernier. 

Le n® 237 étant un cas particulier du n® 238, jo me bornerai 
à cette dernière question. 

— Soient: A, un vecteur unitaire dans la direction OX; K, un 
vecteur unitaire perpendiculaire au plan. Il résulte alors, des 
données, que si l'on désigne par G,,C2,. . ., C» et 81,82,. . ., S„, 
les vecteurs qui se terminent en ces points, on a 

Cl = A cos 6(cos a 4- K sin a), 
Ca = A cos 26(cos 2a -+- K sin 3a), 



Gn = A cos n6[cos na + K sin na)^ 
8, = A sin 6[— sin a -i- K cos a], 
82 = A sin 26[— sin 2a + K cos 2a], 

8n = A sin nb[= sin na 4- K cos na'\, 
C et S désignant les vecteurs joignant l'origine aux centres 
de gravité de ces deux systèmes de points, on aura : 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 67 

- [cos a cos b 4- cos 2a cos 26 

-h . . . COS na cos nb 4- K(8in a cos b 
+ sin2acos264- . . . sinwocoswft)] 

ç, ç. ç, t ~[— çiQOsint — sin 2a8in2&. . , 

0| -|- Og + • • . On 1 n 

n ~ / "" ®^^ ^*^ "^^^ ^^ "^ K(c>8 a sin 6 

\ -hcos2asin264-«..co8na8inn6)] 



S = 



l^ se = C - S = -fs cos i(a - 6) 4- KS sin i(a - 6)1 

Or (fH- i)(a - b) . n(o - 6) 

cos ^^ sin — ^ 

n 2 2 

S COS Ha — 6) = — — 7 ♦ 

i . a — b 

sin 

2 

siû (n + i)(a — 6) . n(a — 6) 
^^ '-^ sin -^^ 



n 2 2 

2 sin ï (a — 6) = 



1 , a — b 

sin 



r 



donc 

sin w(a — 6) 



en ^ 2 f (n-M)(a-6J -^ . (n-4-i)(a-6n 

se = - • cos i^ ^-^ -h K sin r ' 

n . a — b\ 2 2 I 

sm 



. n{a — b) 
sm -^^ 



D'après cette formule, la longueur de SG est 



, a — b 

n sin 



rangle de SG avec OX est ^^^-^0(« b) ^ 

2 

2<> De même, 

Q_|-Sj^rH n "1 

OM = = — 2 COS i(a 4-6) + K S sin /(a 4-6 

2 2r»L 1 J 



. w(a 4- 6) 
sin 



A ^ r (n+i)(a4-6) ,^ . (n-M)(a4-6)1 

= — * r- COS i -^ • + K sin^ ^ • 

2w . a 4- 6 L 2 2 J 



Sin 

2 
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. n(a 4- b) 
sin ' 

I •. 2 

Ainsi, la loDffueur de OK est — • r- > et Tangle de 

^ 2n . a + 6 ^ 

sin 

2 

OM avec Ox est ^" "^ '>^^ "^ ^^ • 

2 

Cette solution par les quatornions, remarquable par son 
élégance, engagera peut-être les lecteurs du Journal à faire 
rétude de cet intéressant algorithme. 



EXERCICES ÉCRITS 



8. — Des paraboles P sont bi tangentes à un cercle A et 
sont vues d'un point A sous un angle droit: 

i^ Trouver le lieu de leurs foyers; ce lieu est un cercle 
(réel ou imaginaire). 

2® Trouver le lieu de leurs sommets; ce lieu est une 
quartique F isotropique (réelle ou imaginaire). 

On propose de construire F, point par point, et tangente 
par tangente, en appliquant, pour ce dernier exercice, le 
principe des transversales réciproques 

(F. Balitrand, élève au lycée de Nîmes.) 

Noies BUT l'exercice 7. 

!• On peut observer que les angles'Tet'ïsont é$çaux, d*après la défî- 

DÎtion ordinaire delà strophoïde ; d^aatre part, les angles^ eCS sont aussi 
égaux, comme complémentaires de M6G. Il résulte de 1& que les 

triangles AM6, AMG sont semblables, et que ÂM^ = AB. AG. D*ail- 
leurs les triangles AMD, ADM étant complémentaires, respectivement, des 

angles 2 et 3 ,MAD est isoscèle. De ces remarques diverses, il résulte que 

AD» = AB. AG. (1) 

En posant : AB = a, AD = 6, Véquation de CD est donc 

ax , y 

2* L'égalité (1) prouve que Tenveloppe du cercle GBD est la droite AD. 
S** On trouve facilement que le lieu cherché, rapporté aux axes BX et B Y 
est une cubique circulaire, ayant pour équation 

X(X>4- Y'») = (3Y» — X*). 
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On peut aussi, très simplement, traiter la question en considérant la 
Btrophoîdc comme une courbe unicursale. L'enveloppe des cercles tels 
que GBD, trouvée par cette méthode, se compose de AD et des droites 




isotropes issues du nœud de la strophoïde. On explique la présence de 
ce dernier facteur en se rappelant que la strophoïde passe par les ombilics 
du plan et en appliquant la remarque classique de de U H ire. 



QUESTIONS D'EXAMEN 



3. — Une forme quadratique n*a pas d'autre invariant que 
son discriminant. 

On sait que le discriminant d'une forme quadratique est 
un invariant; mais nous nous proposons de démontrer que les 
formes quadratiques n'ont pas d'autre.invariant que leur dis- 
criminant. 

1® Soient deux formes quadratiques invariables, dont les 
discriminants sont supposés différents de zéro; fix^^ iCj,...ûc„), 
? iVu î/2« . • !/n). On peut déduire la seconde de la première par 
une substitution linéaire. 

En effet, décomposons ces formes en carrés ; 

/ {x„ X,. . . a?„) = X2 + X2 + . . + X^, 
?(yi,J/., ...î/n) = Y? + Y|H. ... +Y2; 
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OU Xj = «il a?! -h «ij Oî, -h ... 4- Clin Xn, 

Yi = Pii î/i + Pi2 ?/» -+-... + pin t/„; 
et posons : Xi = Y^, X, — Y^, . . , X„ = Y„. 

Ces équations peuvent être résolues par rapport aux 
variables «i, x^. .. ,Xn, puisque les carrés sont indépendants ; 
on aura donc une substitution définie par les formules 



ccn = Y"i!/i -+- ••• +ÏHH!/n; 
pour laquelle la forme /(a?i, a;,....x«) se transforme en 

?(yi,î/«---yH). 

Remarque. — 11 résulte, de la démonstration, que cctlo 
transformation peut se faire d'une infinité de manières. 

2» Soit une forme quelconque /(arj, cTg. . .a;„), pour laquelle 
le discriminant A est différent de zéro; considérons la forme 
yi ^ yi j^ ^ , , _l- y2^ dont le discriminaLt est égal à Tunité, 

et désignons par [x le module d'une substitution linéaire telle 

qu'on ait 

f{oc, a;,, X, ... Xn) =: y? -h j/J + . . . -f- y?„ 

On Sîïit que l'on a : A^ = i = {a«A. — Cela étant, si la forme 

f(^u ^t* • '^n) admet un autre invariant J, ou doit avoir: 

•r 

Mais Ji est un nombre, puisqu'il est relatif à la forme 
y2 + y^ , . . 4- y2. donc J ost égal à une puissance de A, à un 

facteur numérique près. 



d'où l'on déduit '71 = J?- 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



10. — Trouver directement (c'est-à-dire sans avoir recours 
è la règle do l'Hôpital) quelle est, pour a? = et, la valeur 

LxP — LaP 
V 



sin a; — sin a 
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En divisant les deux termes, par a; — a, on ramônc la question à la 
déterminalion des valeurs de : 



'-© 



sin a; — sin a 
1 



fic — o a? — a 

/g 

Pour la première, on pose - = i -f- a, et Ton observe que 

LlA i 



\a) p 



p =-.L(i -+-«); etc. 

a? — a a 

P T 

Résultat: -L , e, 

a 



11. — Déterminer, pour x = o, les valeurs des expressions 

L cos X L sin a; — Lx 

sin' X I — cos a; 

1' Ou pose : cos oj = i -h a, et l'on a 

1 } 

L.cos X L(i 4-a)* L(i + a) * 

sin* X ain* x i ■+• cos x 

cos a; — I 

h,e 
Résultat : 

2 

S** L'expression considérée peut s'écrire : 

sin X 

Là -^— ^— 

X 



I — COS X 



sino; 
On pose encore —^^ = i -h a, 

sin X 1 

^ ""^ Lfi + a)« , 

et l'on a = ^, : î e*c. 

I — cos X x{ i — cos X) 

sin a; — x 

L .e 
Résultat : -^ 

Dans ces diverses questions, on suppose que les logarithmes considérés 
appartiennent à un système quelconque. 

12. — Conditions pour que la série 
a b c 



a -h i (a 4- i)(6 -^ i) (en- 1^6 4- i)(c 4- 1) 
soit convergente. 
On observe que 



a _ _ 1 . 
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b _ I I 

(a+ 1)16+1) "" a-hi (a+i)(6-hi) 
c I I 



(a-h iK6-h i)lc+ i; (a + i)(6-h I) (a-Mi;6-h i)(c-h i) 

l 



En prenant .un—i — -. — ; — tt- , x ,i . » 

^ (a-hi)(6-h i) ... (/+ i) 

I 

on a on =^ ; — ; — r-r—, — ^ 77-; — : • 

(a+i)(6+i) ... (l-h i) 

La série est converjçcntc si a, 6, ... Z ... sont positifs; sa valeur est 

égale à I. (V. Laurent, Traité d'algèbre, 3« édit., 2- parlie, p. 13*^.) 



QUESTIONS PROPOSÉKS 



241. — Trouver lo lieu du centre de gravité des points d'in- 
terseclion d'une tangente variable à un cercle, avec les diago- 
nales d'un hexagone régulier inscrit h ce cercle. (d'Ocagne.) 

242. — Construire la courbe F qui correspond aux formules : 
;r cos t — sin / y _ cos t -i- sin / 

a~~ c' a ^ & 

dans lesquelles t désigne un paramètre variable. Montrer que 
r est une spirale logarithmique et véritier (*) que la développée 
de cette spirale est une courbe égale à F. (G, L ) 



Nota. — Le second volume des Exercices de Géométrie analytique et de 
Géométrie supérieure à Tusage des candidats à TËcole Polytechnique, etc., 
par M. Kœhler (Gaulhier-Villars ; prix, 9 fr.), vient de paraître. Nous ren- 
drons compte de cet important ouvrage dans le prochain numéro. 

(*) Voyez : F. Frenet ; Recueil d'exercices^ 40 édition, p. 183. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHaIX, 
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REMARQUES 

SUR LA 

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE DES COURBES PLANES 

FORMULES FONDAMENTALES 
APPLIGATrON A LA DÉTERMINATION DE CERTAINS RAYONS DE COURBURE 

Par M. Hftvriee d'Oean^ae, ingénieur des Ponts et Chaussées. 



Application des formule'i précMefUrs aux Problèmes traités ann- 
lytiquement par M. taisant^ dans son Mémoire sur la détermi- 
nation du raipn de courbure des courb's graphiques (*). 

15. — Dans le Mémoire en question. M. Laisant cherche à 
lier à une courbe quelconque G une autre courbe C^, de telle 
sorte que les éléments du second ordre, de la courbe C, dépen- 
dent des éléments du premier ordre de la courbe C^; ou, en d'au- 
tres termes, que le centre de courbure de la courbe G soit lié 
à la tangente do la curbe Gi(*). Comme on a des méthodes pour 
déterminer graphiquement, avec une approximation suffisante, 
la tangente à une courbe quelconque G^ on aura, par cela 
môme, le moyen de déterminer graphiquement le centre de 
courbure de la courbe quelconque G, qu'on peut supposer une 
courbe graphique^ c'est-à-dire une courbe sans définition géo- 
métrique, mais simplement tracée sur un plan ; de là le titre 
du Mémoire de M. Laisant. 

16. — Nous conserverors les notations de M. Laisant, et 
nous passerons successivement en revue les seize transforma- 
tions envisagées par lui. Voici ces notations: G sera la courbe 

(•) JVouv. Ann. de Math, (1874; p. 367). 

(**) Nous avons, depuis, rencontré d* autres transfonnationsdecegenre 
jouissant de propriétés très intéressantes. Ellf*s font l^objet d*un Mémoire 
qui va paraître prochainement dans V American joutnial of Mathematks, 

JOURNAL DK MATH. SPÉC. — 18^8. 4 
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donnée, supposée rapportée à deux axes rectangulaires ox et 
oy; C|, la courbe qu'on lui adjoint; 

M, le point pris sur la courbe C ; 

(i)y le centre de courbure correspondant; 

P, le pied de la perpendiculaire abaissée de M sur ox; 

Q, — — — oy; 

T, le point où la tangente on M coupe ox; 
N, — normale — 

Ml, le point de C^, correspondant au point M; 
Pj, Oi, Ti, Ni, seront les éléments de la courbe Ci, analo- 
gues à P, Q, T, N pour la courbe G (*). 

17. Première transformation. — Le point M^ est le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point T sur MQ. 

Si la perpendiculaire à ox menée par le point T coupe en A 
la normale MN, et si la tangente à Ci au point Mi coupe en S 
la tangente MT, on a, d'après la formule (2), 

d(M) _ Mco 

d{T) "" TA' 
d'après la formule (4), 

d(T) _ TT^ rf(Mi) ^ MiS 

d(Mi) "" M/Pi ' (/(M) ■" MS 

Faisant les produits, on trouve 

Mw.TT^.MiS 



= I 



d'oîi MoD = 



TA.MiTi.MS 
TA.MiTi.MS TA.MiTi sin ai 



TTi.MiS TTi sin a 

a et ai étant les angles respectifs de MT et de MTi avec ox. 
L'expression précédente se transforme comme il suit, 

^, ' TA.MiT I M/r^ I TNi 



TTi sin a TTi sin» a sin» a 
expression obtenue par M. Laisant, et qui conduit à une con- 
struction facile du point w. 

18. Deuxième transformation. — Le point Mi est le symé- 
trique du point T par rapport à MQ. 

(*) Ces conyentions une fois faites, le lecteur pourra très aisément eon> 
struire les figures relatives aux problèmes qui suivent. 
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Appelons M, le point oii TM| coupe MQ: ce point M, n'est 
autre que le point Mj de la première transformation. Soit M,N, 
la normale correspondante, à la courbe C,. 

D'après le n"* 12, les tangentes au.^ courbes G^ et C, se cou- 
pent au même point T^ de Ox. On a donc 

TV - ""«^ TV — ^ ' 

, ., TN, M;t* I 
et, par suite, ^rp- = = - ; 

d'oh TN, =iTNi. 

4 

ÏN 
Comme, d'après le numéro précédeat, Mm = -r--^ > ou aura 

ain's 



i TN, 

Mto> = r-^ î 



4 sin'a 

formule également obtenue par M. Laisant. On voit qu'au fond 
cette transformation revient à la précédente. 

19. Troisième tram for maiion. — On porte, sur la tangente, 
MM^ = TM. 

Si la normale MN coupe, en A, la perpendiculaire menée par 
le point T à (Kc et en B la normale M^Ni, on voit, d'après la 
formule (9) que le point o) est le milieu du segment AB. Cette 
construction est beaucoup plus simple que celle qui est donnée 
dans la Note de M. Laisant. 

20. Qualriéme Iransforniatwa. — Le point M^ est le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point N sur MQ. 

Soit S le point de rencontre des tangentes MT et M/r^. On a, 

d'après la formule (3), 

dm Ma>.MT ^ 

(/(N) "" Nco.lST ' 
d'après la formule (4): 

d(N) _ NT^ d(U^) ^ M^S 

d(Mi) "" MJ, ' e/(M) "" MS ' 

On tire de là 

Ma> _ NT.M/r,.MS _ m_ 

n;;;"" mt.nTi.m^s " nt/ 
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Mo) NT 



Par suite, 



Mo) -+. N<o NT -h NTi 

Mcrt NT 

ou = — — — « 

MiN TT, 

relation donnée dans la Note citée, et qui se traduit par la 
construction suivante : par le point N, mener, à MT^, la paral- 
lèle NA jusqu'à la tangente MT; par le point A, à MN, la paral- 
lèle AB jusqu'à ox; du point B, abaisser, sur MN, la perpendi- 
laire B(o. 

21 . Cinquième tmnsformatmi, — Le point M^ est le symétrique 
du point N par rapporta MQ. 

D'après le n® 12, le point T^ est le môme dans ce cas que 
dans le précédent; il n'y a donc rien à changer à la construction 
qui vient d'être indiquée. 

22. Sixième transformation. — On porte, sur la normale, 
MMi = NM. 

La tangente MT coupe en A la perpendiculaire menée par 
le point N à ox; elle coupe en B la normale M^N^; et les 
droites M^N^ et NA se coupent au point D. 

Si la normale à la développée de G coupe NA au point a et 
M^Ni au point p, on a, d'après ia formule (9), 

ap étant parallèle à AB, on voit que w est sur la médiane, 

issue de D, du triangle ABD. 

(A suivre.) 



SUR LE THÉORÈME ET LES FONCTIONS 

DE STURM (suite et fin) ^ 

Par M. Haare, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Moulins. 



Passons aux conditions de réalité des racines d'une équa- 
tion. 

D'après ce que nous avons vu à la fin de la première partie, 
le nombre des couples de racines imaginaires est égal au 
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nombre des variations de la suite de Slurm : 

/O» /l> • • • * / n » 

pour a? = -h 00 ; c'est-à-dire, égal au nombre des variations 
de la suite 

Par conséquent, les À étant tous de même signe, égal au 
nombre des varia lions de la suite, 

Dans le cas particulier oîi nous nous sommes placés, 

d,^^ — Sq ^ n; 
quant, àdn, il est égal à i. 

Donc, pour qu'il n'y ait pas de lacines imaginaires, il faut, 
et il suffît, dn et d„^i étant positifs, que Ton ait : 

(/o > o, (/i > o . . . , dn^^ > o. 
Telles sont les n — i conditions do^ réalité des racines d'une 
équation de degré n, dj étant le déterminant, 

O^, Oj . . . On— j— 1 

</; = 

I S„_j_i,. . . 02»— 2;— 2 

et les quantités S étant les sommes des puissances semblables 
des racines de l'équation, 
t/o est, au signe près, le discriminant de l'équation. 

III 

Appliquons ce qui précède aux équations du troisième et du 
quatrième degré . 

1*^ Soit une équation du troisième degré : 

Oo«^ + Sa^x* -h 3a^x -f- Oj ~ o. 

La suite d^, d^, ... «(n-a se réduit à a^ et d^. 

Les conditions de réalité sont 

^0 > o> fi^i > o 
Je dis qu'elles se réduisent à (/^ > o. 

Kn etfet, d^ étant positif, di ne peut être négatif; car sans 
cela la suite 



I 3 d^ di 
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présenterait deux variations et l'équation aurait deux couples 
de racines imaginaires; ce qui est impossible. 

Donc la condition unique est 

do > o. 

Si Ton a do > o, l'équation a deux racines imaginaires. Du 
reste, quel que soit le signe ded|, la suite précédente ne pré- 
sente alors qu'une variation. 

Calculons d^ et rfo- Pour cela, prenons les formules de 

Newton : 

OqSi 4- Bdi = o, 

apS, 4- 3a, S, + 6o, = o, 

OqSj -4- 3aiS, + SOjS, + 3a, = o, 

û^oSi -+- 3aiS, -f- 3a2S2 + agSj — o; 
et posons 

A = a? — aoa„ B = aoa, — a^a^. G = ol — aiQ^ 
Les formules de Newton donnent 



s. = - 



3a^ 



ai 



S. = 



3aï H- 6A 



«0 



S.-- 



?>nla^ + 2ja^k . 



àt 



D'oîi d, = 



Sq Si 
Si s. 



_ 9aJ H- i8A — paf __ i8A 



Considérons maintenant le coefficient do. On a 



do = 



So Sj Oj 
S| S, Sj 



Q Q Q 
•^2 *-'8 ^* 



So O O 

Sj a^Sj H- OqS, 2a2Si + 3aiSj, + aoSj 

Sa a^Sj, -h aoS, 2ajS2 -h 3aiS, 4- aoS^ 

a^Si -h aoSj a^Si 4- 3a * 

a^Sa 4- floSs «iSj 4- ajSj 

en vertu des formules de Newton, S© étant égal à 3. On a 

3a2 4- 3o2 4- 6A 6A 
a,bi 4- aobj = 



= - S. 



a^Sj 4- 3a5 = 

rtjSa 4- ttjSj == 



«0 

3aàao — 3aia, 



a, 



3B 



a. 



ao w© 

3a2af 4- ôAttj — 3a3aiao 



a: 



2 



■^.".■^■W»" 



6ajA — 3 B 







2 
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3aJ ■+- ôAoi — Soja, — ijafA. 



79 



a^Sj 4- aoSj = 



a 



2 



iSa^A + 3aoB 



a 



Donc 



d«= - 3 







6A 



a. 



3B 



a« 



iSa^A 4- 3Boo 6fliA — 3r7iB 



a 



2 



-27 



a; 



3 



2A 





B 





-_27 

"0 
- 27 



—6ai A— ttoB 2a,A—aiB 



(4ajA« — 2aiAB -h Gn^kB 4- ûoB*) 
[4A(fl,A 4-aiB) + aoB«] 



Or, on a 
Donc 



OjA -h a^B 4- «oG := o. 



do = 



— i7(Bt_4AG) = ^(4AG-B«). 



La condition de réalité est 

4AG - B« > o. 
2® Prenons maintenant Téqualion du quatrième degré ; 

f^{x) = a^x*^ 4- ^a^x^ 4- ôa^o;* 4- ^a^x 4- a* — • o. 
On doit considérer, 

^0« ^1» ^2* 

Les conditions de réalité des racines sont 

do > o, di > o, rfj > o. 
La suite complète est 

I 4 d 

do> o 



di < o 
di > o 
di > o 
di < o 
di < o 
di > o 



Si do > o 



di do- 
dj > o quatre racines réelles 
da > o 
d, < o f quatre racines imaginaires 

d, < o 

dj > o 

d, >o 
d, < o 
dj < o hypothèse impossible. 



deux racines réelles 
deux racines imaginaires 
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La dernière hypothèse est iuadmissible; car on obtiendrait 
trois couples de racines imaginaires, pour 

f^[x) = o. 
Si nous posons, comme dans le cas précé.lent : 

A == aj — UqU^, 

G = à^ — u^a^; 

et si nous introduisons les deux quantités 

i = 2 (aott^ — 4aia, -h 3o|), 

j = 6(aoa,tt4 -h 2aia,a, — ao(4 — «i^î ■- «D 
nous obtenons, après des calculs trop longs pour trouver place 
ici : 

d, = ^, d,=^ r6(4AC - B«) - Ai] , 
et l'expression bien connue 

Remarquons, pour terminer, que nous avons rencontré, dans 
les deux exemples précédents, des combinaisons impossibles 
désignes. Le fait est ^étiéral. Eu effet, la suile 

i , '/i-, (»H— 2l • • • > "0 

ne peut pas présenter plus de - variations, le nombre de ces 
varialiuus étaut é^al à celui des couple.^ de racines imaginaires 



THEOREMES SUH LES ÉQUATIONS ALGÉBaïQUES 

Pdi' M. Au|^. Poalain, 



1. — Newton, ou plutôt Campbell (*), a donné une règle 
très avantageuse (**) pour reconnaître Texistence des racines 

(*) Voir l'Hi9toire des sciences, par M. Maximilien Marie, t. V, p. 199. 

(**) M de Jonquiôres cite, à ce sujet, un exemple remarquable. Dansf^a 
théorie d'Uranus, M. Le Verrier fut obligé de se livrer & desicalculs com- 
pliques pour reconnaître que Téquation 
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imaginaires. Au lieu de former un seul binôme 6* — 400, 
comme dans l'équation du second degré, on prend, à la file, 
plusieurs binômes de cette forme. 

Dans ce mémoire nous nous proposons un triple but : 

\^ Nous trouvons regrettable que la règle de Newton n'ait 
pas encore pénétré dans les cours; et nous voudrions aider à 
réaliser ce progrès. Jusqu'ici on se trouvait en face d'un 
obstacle insurmontable : la seule démonstration existante, 
celle de M. Sj^lvester, est très longue, très chargée de formules 
et de discussions pénibles. Celle qui va suivre est, au con- 
traire, très simple. A la vérité, elle ne s'applique qu'aux cinq 
premiers degrés. Mais nous croyons qu'il y a là une raison 
suffisante pour introduire l'énoncé de la règle dans les cours, 
surtout si l'on présente notre méthode à titre d'exercice sur 
le théorème de RoUe; 

2<* Pour ceux qui pratiquent déjà la règle de Newton, nous 
leur indiquerons certains théorèmes qui en rendent l'appli- 
cation plus rapide, ou plus fructueuse (*). En particulier, 
nous donnons une généralisation du théorème de De Gua; 

3° Nous terminons en disant quelques mots de la règle 
analytique de M. D. André; mais nous nous demandons si 
elle fournit le même rendement que les règles précédemment 
exposées. 

I. — Régie de Newton. 

2. — 11 existe deux formes principales de l'énoncé. Le pre- 
mier se rapproche davantage de celui de Newton. (Voir son 
Arithmetica univer salis,) 

3 . Premier énoncé. — Étant donnée V équation 

(i) AqX™ -+- AiX"-* + AaX"^-^ -h . . . ÂrX°*-' -h . . . + A =0; 
si Von pose r' — m — r, 

579705* + 495 1 a;* -h 5892a;' + 28763; -I- 6942 = o 
a ses quatre racines imagiadircs. La règle de Newton donne ce résultat^ 
presque sans calcul : on n'a besoin d'utiliser que le premier et le second 
chiffre de chaque coefficient (voir les Comptes rendus de V Académie des 
5cieMce5, juillet 1884). 

(*) Ces cinq théorèmes ont été présentés à TAcadémie des Sciences 
(séance du 13 février dernier). 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1883. 4. 
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rr 



(2) Xr = 



(rn- i)(r'-h I) 
(3) Br = XrÂi-A Ar+i, 

puis qu'on écrioe la suiie des signes que prend la fonction quadra- 
tique Br pour r = o, i , 2, . . . , m, Véquation a, au moins, autant 
de racines imaginaires qu'il y a de variations dons cette suite. 

Il est facile de voir que r' représente le nombre des termes 
qui suivent A r dans Téquation complète, de môme que r est 
le nombre des termes qui précèdent. Le calcul des quantités 
X se fait donc très rapiJement. Ces coefficients, qu'on appelle 
les fractions multiplicatrlceSy pourraient être calculées, une 
fois pour toutes, pour chaque valeur de m, et réunies dans un 
tableau. Pour les valeurs extrêmes (r = o ou w) X est égal à 
I, au lieu d'être donné par la formule (2) 

Remarquons aussi que cette formule est facile à retenir, 
car elle est symétrique par rapport à r, r'; de plus, le déno- 
minateur se déduit, d'une manière simple, du numérateur. 

4. Second énoncé. — On suppose ici quel'éqaation a d'abord 
été préparée et qu'on y a mis en évidence les coefficients bino- 
miaux relatifs au degré m, ce qui se fait en multipliant et divi- 
sant Aq, Aj, . . . , par ces nombres. L'équation devient ainsi 

m ^ . m{m — i) ,^„ 

I T .2 

Les quantités Oq ^i» • • • sont appelées, par M. Sylvester, 
les éléments linéaires du polynôme. 

Gela posé, la règle est la même que ci-dessus, mais avec 
une simplification notable; on a maintenant a = i, etla fonc- 
tion quadratique est 

b = a^ — ar_îarf2« 

Ainsi : 

On forme, tout le long du polynôme, les expressions de la forme 
p* — ay avec les éléments linéaires; on écrit la suite de ces élé- 
ments quadratiques, etc. 

5. — Pour constater que la seconde règle revient à la pre- 
mière, il suffit de remplacer, dans les fonctions (3), a^, à^, ... 
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par leurs valeurs en fonction de Aq, A^, ... et de supprimer 
des facteurs numériques inutiles. 

G'esl cette suppression, faite d'avance, qui rend la première 
règle plus avantageuse pour les calculs numériques. Mais, 
dans les calculs algébriques, la seconde est souvent plus com- 
mode. On peut alors supposer que Téquation est donnée im- 
médiatement, avec les coefficients binomiaux mis en évi- 
dence. Dans ce cas, on n'a plus à retenir les diverses valeurs 
des nombres X et on n'en est plus embarrassé dans les calculs. 

(A suivre.) 



UN THÉORÈME 



SUR LES COURBES PLANES FERMÉES 



Sous ce titre, M. Risteen a publié, dans le numéro d'août 
dernier des Annals ofmathe- 
matics (*), une élégante 
démonstration du théorème 
suivant (*), emprunté au Wil- 
liamson's Calculus. 

Une corde mobile AB, de lon- 
gueur 1, s*appuie conslammenl, 
par ses exlrémilés, sur une 
courbe U. Un point M est placé 
sur cette corde, de telle sorte que 
MA = a, MB = b; a, b, désignant deux constantes données et 
telles y que a - b = 1, Démontrer que M engendre une courbe V 
dont Vaire est égale à celle de U, augmentée de Tcab. 

Voici la démonstration en question. Imaginons deux posi- 
tions infiniment voisines de la corde considérée. 

Si Dous posons MPM' = rfô, BMB'M' = dcr, BP = x, nous 
pouvons écrire 

da = -{x -h 6)"dô j;*dO = bxd^ + - 6'rf6. 




(*) Gomme nous Ta fait remarquer M. Catalan, ce théorème est dû à 
M. Holditch (Voyez, Bertrand, Calcul Intégral; p. 365). 
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Intégrons, entre o et 27r, et nous avons 
(1) (T= bfxd^ H-7u6*. 

comme le remarque M. Risteen, ne saurait être évaluée 
par les procédés ordinaires puisque la relation qui existe 
entre x et Q n'est pas déterminée. Mais on peut observer que 
cette intégrale est indépendante de la position du point M 
sur la corde AB, Supposons donc 6 =— /, dans Tégalité (1) ; 
M coïncide avec A, et Ton a a = o. Par suite, 

/•aie /»2ic 

O = r- i / xd% -h 7u/', OU / xd^ = -kL 

Finalement, a = Tzlb -\- 7:6* = Tzab. 

A propos de la courbe V, dont il vient d'être question, il 
est ioutile de rappeler, comment, par la considération du cen- 
tre instantané de rotation, on construit la normale au point 
M, à cette courbe, cette normale va passer, en effet, par appli- 
cation de la propriété citée, par le pôle normal correspondant 
à la corde AB. G. L. 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



13. — Courbes à construire (coordonnées polaires). 

ii\ l/sin3<o 

(4) P = ûr 

' r cos o) 

(2) p = (Hyperbole équUatére) 

(3) ■ p.^ '^^^ 



I — sin O) 



a 
(4) p = -;-- . (Cxibiqiie) 

^ Sin*(D cos (0 y 1 / 

(*) Cette pubUcation dépend de VUniversUy of Virginia; Ormond Stone, 
éditer; William M. Thomton, associate éditer. 
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(5) p = (Hyperbole) 

^ ^ ^ I — 2C0S(0 * 

I + COS (O 

(6) p = 



0) p = 



2 sin CD — I 

I 4- COS 0) 
tgo) - I 



a 

<8) - = c*^** 4- e~*»" • 

P 

a tfiT (o 

(9) P =^ -. (Hyperbole 

^ ^ '^ sin 0) - COS (0 * ^^ ^ 

(10) p = ^^^ • (Cochleoide) 

lu 

Cette courbe célèbre (*) jouit d*une propriété remarquable. En prenant 
Téquation de la tangente en coordonnées polaires, on vérifiera que la tan- 
gente en un point M pris sur la courbe passe par le symétrique du sommet de la 
courbe y relativement à la droite OM ; désignant, bien entendu, rorigine 
des coordonnées. On pourra généraliser cette propriété en l'étendant, 
avec des modifications convenables, aux courbes qui correspondent à 

,,, ,. sin ((1)4- a) 
Téquation p = ■ . 

(0 

/-.x 2R ces (Il /^. . , , 

H _ = ^^. Cmotde) 

p sin* 0) 

14. — Asymptotes de la courbe représentée par 

(1 — 2 ces (1)) p* + 3 sin (o.p — 4 cos <o -h 2 = o. 

Les directions asymptotiques sont a>| = 60*, b),=300«. On déterminera 
les asymptotes correspondantes en appliquant la formule 

- = (-1 sinfo) — w,) 
P \p/ 
à l'équation 

pPf{td) ■+■ pP-*9(w) + . . . = o. 

15. — Construire la courbe qui correspond à Téquation : 

w — a 



P = 



o) + a 



La courbe est formée de deux spires, asymptotiques au cercle, de rayon i , 
ayant son centre à Torigine. On observera, parmi les particularités que 
présente cette courbe, que la spire, obtenue par la variation de to, de o 
^~~:^ ) P^ut se déduire de la première en transformant celle-ci par inver- 
sion et en prenant la figure symétrique de la transformée, par rapport à 
Taxe polaire. 

(*) Voyez ; Nouvelle Correspondance Mathématique^ 1878, p. 283. 
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EXERCICES ECRITS 



9. — On considère deux paraboles P, P' ayant pour som- 
met commun le point 0, et se coupent orthogonalementen ce 
point. Démontrer les propriétés suivantes : 

1® Il existe une infinité de triangles ABC inscrits dans P et 
circonscrits à P' ; 

2*^ Les normales en A, B, G sont concourantes; 

3** Les hauteurs des triangles ABC enveloppent une courbe 
du troisième ordre et de la troisième classe, développée d'une 
certaine parabole ; 

4° Si l'on fait varier le paramètre de la parabole P', le som- 
met A restant fixe, le côtéBC se déplace parallèlement à lui- 
même. 

(Balitrand, élève au Lycée de Nîmes.) 

Notes sur l'exercice 8. 

i" Le cercle étant rapporté à deux diamètres rectangulaires, Téquation 
de la parabole est 

(1) œ* -h î/* — R* — (x cos ç -h î/ sin ç + X)* = o. 

Cette égalité peut être écrite sous la forme 
^ / R«cos9\2 / R«sinç\2 / . ^ R«\2 

(2) /oh -r^) -^[y-^ -r-^) =(aîC0S9 + t/sin 9 4-X+ -j . 

Les coordonnées du foyer, et l'équation de la directrice sont, ainsi, 
mises en évidence; cette transformation de l'équation (1) peut être utile 
dans plusieurs occasions. Dans le cas actuel, nous écrirons que la direc- 
trice passe par un point fixe donné P (a,p). Finalement, on trouve, pour 
le lieu des foyers, le cercle représenté par l'équation 

(.-:)V(,-ê)'=îl±ll=^. 

2« La directrice passant par le point fixe P, le lieu du pied H de cette 
directrice, sur l'axe, est le cercle décrit sur OH comme diamètre. On vol 
ainsi que le lieu des sommets correspond à l'énoncé suivant : 

On donne deux cercles concentriques A, A'. Par un point fixe O, pris sur 
A', on mène une transversale qui coupe A' en un second point A et qui coupe 
A en B, G. Trouver le lieu du milieu S de AB (ou le lieu du milieu de AG). 

L'équation polaire du lieu s'obtient facilement. Enfin, en prenant 
OK = BS, on peut appliquer le principe des transversales réciproques au 
groupe isotomique O, K, B, S. 
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Anniuiire pour Van 4888, publié par le Bureau des Longitudes, ayec 
des notes scientifiques. — Depuis le 7 messidor an III, le Bureau des 
Longitudes n*a jamais laissé passer une année sans publier son Annuaire. 
Outre le adonnée 3 pratiques, qui forment le fonds invariable de ce recueil 
celui qui vient de pirattre contient des articlcss beaucoup plusétendus 
de véritables Traités, sur les Monnaies, la Statistique, la Minéralogie, la 
Météorologie, etc. Il renferme, de plus, une éloquente et magistrale étude 
de M. Janssen sur VAge des Étoiles; une notice dans laquelle M. TAmiral 
Mouchez, directeur do l'Observatoire, a réuni tous les renseigaemcnts 
relatifs à l'exécution de la Carte photojraphijue du Ciel^ dont il a été le 
promoteur; des notes de M. Cornu sur les Calendriers et sur la Construc- 
tion des cairans solaires; enfin, le captivant récit d'un voyage accompli 
par M. d'Abbadie en Orient, pour mesuicr des coordonnées magnétiques, 
en dépit des ignorances et des mauvais vouloirs rencontrés dans cette 
lointaine expédition. (L'i4 nnuatre pour 1888 se trouve à Paris, chez MM. Gau- 
thier-ViUars et Fils. Prix : 1 fr. 50 c.) 

— Ueber die Auflôsung der Algebraischen Gleichungen durch unendliche 
/JetAicn, par M. Emanuel Ivanov, à Sophia (Bulgarie); décembre 18S7; bro- 
chure lithographiée de 30 pages. 

— Uisloie des sciences mathématiques et phi^siqueSj par M. Maximilien 
Marie, tome Xll (Gaulbier-Villars, 1888; 6 fr.}. — Ce volume comprend 
la seizième période; d'Arago, né en 1786, à Abel, né en 18D2. Il complèile 
le grand travail entrepris par M. Marie, en 1883, qu'il définissait fort 
justement, à notre avis, dans les termes que nous allons reproduire et qui 
forment la préface du premier volume. 

« L'histoire que j'ai désiré écrire est celle de la filiation des idées et 
des méthodes scientifiques. 

» Il ne faut donc chercher ni tentatives de restitutions de faits incon- 
nus ou d'ouvrages perdus, ni découvertes bibliographiques, ni discussions 
sur les faits incertains ou les dates douteuses, ni hypothèses sur la science 
des peuples qui ne nous ont transmis aucun monument certain de leur 

savoir. 

> Je suis très éloigné de croire inutiles ou chimériques les recherches 
dirigées dans l'un des sens que je viens d'indiquer, mais enfin je ne 
m'en suis pas occupé. Il n'est pas nécessaire qu'un même ouvrage con- 
tienne tout ce qu'il était possible d'y mettre, il y en a d'autres; l'impor- 
tant est qu'il contienne des choses utiles qui ne se trouvent pas ailleurs. 

Je ne sais si j'ai atteint le but que je me proposais; tout ce que je puis 
dire, cest que j'ai toujours rêvé décrire ce livre, et qu'il y a quarante ans 
que je m'en occupe. » 

Nous avons suivi, avec l'iatérêt qu'elle mérite, cette importante 
pubU cation que nous avons, à plusieurs reprises, signalée k l'attention de 
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nos lecteurs. Pour notre part, nous estimons que le programme que 
s^était posé M. Marie, et qu'il a fait connaître dans les quelques lignes 
qui précèdent, a été, en dépit des critiques inévitables qu'entraîne avec soi 
une œuvre de cette difficulté et de cette étendue, bien rempli. Nous nous 
permettrons d'adresser ici toutes nos félicitations à Tauteur et à l'éditeur 
de ce grand ouvrage, qui marquera, certainement, parmi les grandes publi- 
cations scientifiques de notre époque. 

Exercices de géométrie analytique et de géométrie supérieure, à l'usage des 
candidats à l'École Polytechnique^ à l'école Normale et à l'Agrégation; par 
J. Kœhler, répétiteur à TEcole Polytechnique, ancien directeur des études 
à l'École préparatoire de Sainte-Barbe, questions et solutions, deuxième, 
partie (Paris, Gauthier-Villarsetfils,55, quai des Grands -Augustins, 1888; 
Prix 9 francs). 

Cet ouvrage fait suite à celui que nous avoD s précédemment analysé (*) 
et, pour les observations générales qu'il nous paraît comporter nous ren- 
voyons le lecteur à l'article cité. Mais voici quelques indications parti- 
culières sur le nouveau livre que vient de faire paraître M. Kœhler. 

Le premier chapitre est consacré à la Sphère ; l'auteur donne surtout 
des démonstrations analytiques de divers théorèmes de géométrie bien 
connus sur les sphères qui ont même plan radical, même axe radical; 
sur les sphères coupant trois ou quatre spères fixes suivant le même 
angle, etc.. Le deuxième chapitre traite des Cônes et Cylindres du second 
degré ; outre un certain nombre d'exercices faciles et classiques, on y 
trouve un aperçu très complet sur les propriétés cycliques des cônes, sur 
les cônes homocycliques, sur les lignes locales et la corrélation entre 
ces lignes et les sections circulaires. Le VIII» chapitre de la 4* section de 
la géométrie supérieure de Chasles paraît avoir servi de guide à l'auteur, 
mais il s'est attaché à donner des démonstrations analytiques de la plu- 
part des théorèmes qu'il a considérés. 

Les chapitres III, IV et V traitent des surfaces du 2* ordre (équations 
réduites) ; c'est dans ces chapitres surtout que les élèves pourront trou- 
ver des exercices appropriés à leur genre d'études. Le V« chapitre est 
consacré exclusivement à l'étude des normales, des quadriques homofo- 
cales et des lignes focales. 

Dans un chapitre spécial, le VI*, M. Kœhler résume presque toutes les 
questions aux surfaces du second degré représentées par Téquation géné- 
rale; c'est là que se trouvent les solutions de la plupart des questions 
intéressantes proposée» depuis une vingtaine d'années, soit au Concours 
général, soit au Concours d'Agrégation. 

Nous signalerons comme offrant un intérêt particulier : 

l» Le no 42 du chapitre V (cas particulier d'un problème traité autre- 
fois par Painvin dans les Nouvelles Annales); 

2» Le n* 19 du chapitre VI (tétraèdres maxima inscrits dans une ellip- 
soïde et tétraèdres minima circonscrits) ; 

3» Le n» 20 du même chapitre (lieu décrit par un point d'iino droite dont 
quatre points se meuvent sur les faces d'un tétraèdre, etc ..). 
Enfin, le dernier chapitre traite des coordonnées tétraédriques et de 



(*) Journal, 1886, ]). 43. 
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leurs applications. Uauteurasuivi la même marche que dans son premier 
volume pour le8 coordonnées trilinéaires. Un premier paragraphe donne 
les formules fondamentales permettant de traiter même les questions où 
interviennent des relations métriques. G*est ainsi qu*il donne les condi- 
tions pour qu'une quadrique soit une sphère, la recherche des directions 
principales et des axes, mais en se bornant au cas d'une surface conjuguée 
par rapport au tétraèdre de référence (p. 312 à 319). 

Le paragraphe relatif aux applications de ce système de coordonnées 
occupe naturellement plus de flace que le chapitre correspondant du 
premier volume, et cela devait être, car les coordonnées téiraédriques se 
prêtent moins bien à Tetude des surfaces du deuxième degré que le^ 
coorlonnées trilinéaires à Tétude des coniques. Cela tient au nombre des 
coefficients de réquatiou générale. 

Nous signalerons dans ce dernier paragraphe : 

1* Une ôtude du tétraèdre à arêtes opposées rectangulaires et des sphères 
remarquables liées a ce tétraèdre (n** "i^t, 'i3, 24. 25, 26, p. 334 à 349). 

2* Une étude du tétraèdre dont les couples d'arêtes opposées ont des 
produits égaux (u»* 28, 29, 30, p. 353 à 361), Ce tétraèdre rentre dans I1 
catégorie des polyèdres harmoniques étudiés par MM. Tary et Neuberg. Il 
possède un point deLemoine; on peut construire un ellipsoïde de révo- 
lution tangent aux quatre faces eu leurs points de Lemoine, et un autre 
ellipsoïde de révolution tangent aux six arêtes ; M. Kœhler donne entin 
les équations de ces ellipsoïdes. 

Malgré les détails circonstanciés daos lesquels nous veuons d'entrer, 
on ne trouvera, dans l'analyse' précédente, qu'une idée très» imparfaite de 
l'imporiant ouvrage de M. Kœhler. Ce livre complète très heureusement 
le premier volume.' Les professeurs et les meilleurs élèves de nos classes 
de mathématiques spéciales y puiseront en abondance des exercices inté- 
re^8ants. uitraut, pour le plus grand nombre, de bérieuses difficultés. 
Peut-être sera-t-on tenté, au premier abord, de trouver ct^rtaiues longueurs 
d'analyse dans les solutions présentées ; mais il est juste de reconnaître 
que celte complication est inhérente à la géométrie à trois diniensions ; 
surtout quaud ou se refuse l'emprunt des considérations géométriques et 
quand on veut rester exclusivement dans le domaine du calcul. 

GuRso DE Analyse Infinitésimal, )>ar F. Gomes Teixeira, dtrecior da Aca- 
demia Potytechnica do Porto j etc.; un vol, de 358 p., (Porto, Typov^raphia 
occidental.) Ce livre qui sera, sans doute, complété (on peut le souhaiter 
du moins) par un second ouvrage traitant du Calcul intégral, est remar- 
quable à nlus d'un titre; nous le recommaudons ici, avec plaisir, mais il 
est peut-être bon de prévenir que la lecture en est facile, même à ceux qui 
ne possèdent pas la langue de Tauleur; comme nous en avons fait l'ex- 
périence. 

Nous sigualons plus particulièrement, à l'attention, le chapitre IV, qui 
traite des dérivées et des diil'érentielles d'ordre quelconque. On y 
trouve U démonstration, donnée autrefois par l'auteur (tome XVIII du (Oor- 
nale di matematicfie, publié à Naplesj de la formule qui fail connaître la 
dérivée d'ordre n. 

Si Ton pose 

y — /(«*), ^ - <P(^ 

la formule en question est 
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,î1^(u')«(m';?...(u^*^)^ 



-"^S-T 



ni 
du' 



a! pîy! ... XI(2!)P (3!)t ... (nl)^ 

le signe £ se rapporte à toutes les valeurs nulles ou positives, mais en- 
tières de a, p, y, . . . X, vérifiant l'équation 

a -h 2p -h Sy -h . . . 4- nX = n, 
en supposant d'ailleurs, 

i=:a-|-p4-Y4-...H-X. 
De cette formule, M. Gomes Teixeira tire plusieurs conséquences, et, 
notamment . (p. 193 et suivantes), la théorie des Nombres de Bemoulli; 
puis (p. 200) y une formule de Jacobi, relative à la dérivée d'ordre (n — i) 
de la fonction 

1 

Cette formule est 

3/"-«) = 1- i)i>-i (^^- ')^ gin (arc cos x). 

n 

Nous signalerons encore, à Tattention du lecteur, la théorie des poly- 
nômes de Legendre (p. 213, 214), une démonstration du théorème d'Ei- 
senstein (*} (p. 218 et suivantes); enfin, la théorie des fonctions des 
variables imaginaires, exposée dans le chapitre VIII. Il y a d'ailleurs dans 
ce livre, qui fait grand honneur au savant Géomètre qui Ta écrit, en 
môme temps qu'une profonde érudition, beaucoup d^ordre et de clarté; 
qualités qui ne sont pas à dédaigner, quand on aborde les théories élevées 
de l'analyse. G. L. 

(*) Cette démonstration a été donnée par M. Gomes Teixeira dans le 
tome III (3"* série) des Annaies de l'École Normale wpérieure. 



SOLUTION DES QUESTIONS 159, 160, 161, 162 (*) 



1. Lemine (**). — « La somme de deux carrés premiers entre 
eux ne peut représenter aucunnombre divisible par 3. » 
L'impossibilité subsiste si l'un, au moins, des carrés est 

[*) Nous prions le lecteur de se reporter aux énoncés publiés dans le 
Journal (1885, p. 118 et 119). 

(**) Ce Lemme, et ceux que Ton trouvera plus loin, sont très connus; 
ils ont été démontrés par M. Realis (Jaurail, 1885, p. 97 et 121). Les solu- 
tions présentes ont été rédigées d'après des notes qui accompagnaient la 
lettre dans laquelle le regretté M. Realis nous communiquait les énon- 
cés en question. 

G. L. 
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premier avec 3, quand même ils auraient des facteurs com- 
muns. 

Dans aucune des deux équations proposées (question ^39)^ 
la valeur de x, supposée entière, ne peut être divisible par 3, 
puisque ^ ne Test pas. Ces équations peuvent s'écrire, respec- 
tivement, 

(x» — our 4- p*y + (px)* = 3(— ou»» + p*x^ — (ip^x -f- p*), 

(a^ — oLX-h p*)* -H (pa;)« = 3(— ax» -+- oLp^x -h ^*). 

On voit que, ^a? étant premier avec 3, aucune d'elles ne 
peut subsister en nombres entiers. 

2. Lemme. — « Aucune des formes u* + 2v*, u* -h 3v» 
dans lesquelles uety sont premiers entre eux^ ne peut représenter 
un nombre divisible, par 5. » 

Par suite, aucune des formes indiquées, dans lesquelles un 
au moins des nombres u, v, est premier avec 5, ne peut repré- 
senter un nombre divisible par 3. 

Dans aucune des équations proposées (question 460)^ p étant 
premier avec 5, la valeur de a:, supposée entière, ne peut 
être divisible par 5. Ces équations peuvent s'écrire, respec- 
tivement, 

(ic« — «a? -h 2p«)' 4- 2(fa?^* = 5(— ooc» -h f>*a?« — ap'a? -+- p*), 
(.X* - aa; + 2p*)» H- 3ifa?)* ^ 5(- ax» - pW -h ap«x -+- p*), 
(x^ — our — 2p*)* -f- 2(px)* = 5(— ax» — p'x* + ap'.r; H- p*), 
(£c* - ax - 2p»)« -h 3(paî)« --^ 5(~ ax« - p*x* + ap»a; + p*), 
(x* — otx — p»)» + 2(px)* = 5(— ax» -4- ap«x -h p*), 
(x* - ox -h p«)* -h 3(px)* = 5(- ax» 4- p*x« - ap«a: -+- p*), 
(x« - ox -- p»)* -h 3(px), = 5(- ox» -h ap>x -h p*), 
(X» - ax H- p»)« -h 2(&x)« = 5(— ax» - ap»x -f- p*). 

Aucune d'elles, d'après ce qui précède, ne peut être vérifiée 
en nombres entiers. 

3. Lemme. — « Aucune des formes u* + v*, u* + 2v*, dans 
lesquelles \x et \ sont premiers entre eux^ ne peut représenter* un 
nombre divisible par 7. » 

Aucune des formes indiquées ne peut représenter une mul< 
tiple de 7, si un, au moins, des nombres u, t; est premier 
avec 7» 
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Le uombre p étant premier avec 7, aucune des équiitious 
proposées (qaesiiou 161) ne peut admettre une racine entière x 
qui soit divisible par 7. 

Aucune des relations 

(55* — aur — 2|s*)« -+-(2pa;;* — y{— our» -h ol^^x h- f>*), 

(a?» — ax -h 2f>*)* + {2\xy — 7(— ox* + ^^x* — a&«aî 4- &*), 

(a^ - ax- + 2f>»)« + 2[^xy ■= 7(-j,ax« H- f^^x* — af,«a; -i- (i»*)* 

(a;* - ox — 2^*j* -h (f-u;j» = -](— (xx^ — 6*ic* -h ol'^^x -+- i*), 

(x» - aa; -h 2^»)» -H (f>x')* — 7(- (ix^ — 4*0; -h f>^j, 

(x* — OLX — 2^*/ -h 2(.^a;j* — 7(— ax« — ^*a;* h- aS»aj -h (l*); 

(a;« - ax H- 3f5»)» 4- (^x)* ^ y(- ax^ -^ f^x^ - a^>aj 4- 2fi*), 
(a?* — ax -h 3{>*;* 1- 2(^x)» ^ j(— ax^ 4- 6*a;« — afs«x 4- 2'>*), 
(x* — ax — 3h*)* 4- (&X)* = 7(-- ax* — p»x* 4- a^*a; 4- j|s*y; 
(x* - ax - 3p^)' 4- (2fa;-») ^ y(- olx^ - a^*a; 4- 2p*), 
(aj* — aa? — b^«)* 4- 2(^x)* = 7(— ax« — f>*x« 4- a;î»a; 4- 2â*), 
(a?* - ax 4- 3'^^)'' 4- (2(ix)* ^ 7(— aa;« 4- p^x'^ — ap^a; ^- 2f>*), 

(a;* — aa; — fi-;* 4- 2({5x/ -- 7(— ax» 4- a{J*a; 4- p*), 

(a?*-^ — oa; — p^Y 4- (2f>X;* = 7(-- aa;* 4- afi^a? 4- f>*), 

(a;* — aa; 4- fi*)* 4- (^a?;* =71— ^^^ +• f^"^* — a^'a; 4- f>*). 

(a;» - aa; 4- ^»)* 4- 2<,{ix)« ^ 7(- aa?« - o.p^x 4- 6*), 

la;* - ox - p^f 4- (fxf = /i^- aa?^ - {i«a;* 4- a^»a; 4- [i*;, 

(a;* — ax 4- p^f 4- (2,^a;)* -^ 7(- ox» — a^'a; 4- fi*j; 

où px est premier avec 7, c'est-à-dire aucune des équations 
proposées, n'est donc susceptible d'être vériliée en entiers a, 

4. Lexume. — <k La forme quadratique u" 4- 5v*, dans 
Laquelle ueLy sont premiers entre eux, lie peut représenter aucun 
nombre aivùiùte par 1 3 . d 

La l'orme iudiquéo ne pourra non pins représenter un mul- 
tiple de I 3, si uu, au moins, des nombres u, v est premier 
avec i3, lors mènie que ces nombres auraient des facteurs 
communs. 

Aucune des relations 
[X* 4- 2aa; — fi^f 4- D(^pxY -^ i3 [(6^« — a*;x* — 0Lp*x 4- f)*J, 
(x* 4- 2aaî — p^Y -+" ^(^P^Y — i3 l— aa?» 4- Gp^x^ — a^*aj -h [i*J, 
(X* - 2ax - p-'Y 4- ô(^pxY — i3 L- ax» 4- (6ÉJ» - a«;xs'4- [i*K 
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(£c* - 2aaj — p«)* -h 5(4Pa;)« = [3 [- ox» 4- 6f«x» - afr«x + p*[, 

cest-à-dire aucune des équations proposées (quefttion. 462) 
dans lesquelles p (et par conséquent as) est premier avec i3, 
ne peut donc être vérifiée par des valeurs entières de a, p, x. 



QUESTION 173 

Solotion par M. F. Michel, élève de Mathématiques spéciales 

au Ly<*éw de Montpellier. 



On donne un triangle rectanqle ùoftcèle ; on lui circonscrit un 
cercle et une hyperbole équilatère variable. Ces df*ux courbes ont 
alors en commun trois points fixes et un point variable. En ce 
dernier^ on mène la tangente à Vhyperbole. Trmiver le lieu du 
point d'intersection de cotte tangente avec les parallèles menées par 
le sommet de Vangle droit, aux asymptote'^ de la m^.me hyperbole. 

(Ami gués.) 

Pour résoudre cette question, on peut suivre la marche indi- 
quée {Journal^ 1886, p. 46) pour traiter la question 108. 

La tangente à l'hyperbole, au point variable signalé dans 
renoncé précédent, est représentée par 

ou, en simplifiant par 

(X* -h 4)(a; — y) -h ^nX = o. 
En éliminant \ entre cette équation et la suivante : 

X* 4- Xxy — ?/* = o, 
on aura l'équation du lieu. Le résultat de l'élimination s'obtient 
immédiatement : 

(x* -+- y^]^{x - y) -h Aaocyiy^ - a?*) = o ; 
ou en supprimant le facteur x — y, 

{x* 4- j/")' — &axy{x 4- y) = o; 
etc. • • 

Nota. — Solutions diverses par MM. Savoureau, élève au lycée Corneille, 
à Rouen ; Favery et Etienne Pascat, élèves au lycée de Montpellier ; Hugon, 
à Polijjny ; Victor Ollicr, maître au lycée de Brest; Charles Martin, élève 
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au lyoée Louis-le-Grand ; Jean Prudhomme, élève de la classe des mineurs 
supérieurs, au lycée de Saint' Etienne; PaulBourj^arel, à Antibes; Ternal, 
élève au lycée de Lyon, Balitrand, au lycée de Nîmes ; et X. 

MM. Bourgarel et Balitrand, ont reconnu que la courbe en question 
est le trifoUum droit, courbe remarquable, que nous avons signalée dans 
notre Géométrie analyliquef p. 511. M. Ternal a généralisé la question en 
prenant un triangle rectangle quelconque : il a été ainsi conduit au 
trifolium oblique {Journal, 1887, p. 220). Sa rédaction renferme d'inté- 
ressants développements que iloas regrettons, faute de place, de ce 
pouvoir publier. 

G*L. 



SOLUTION DE LA QUESTION 192 (*) 



1°. Le n'^"" terme de la suite est douné par la formule 
^ _ <. Q _ {nm -h 11 — i)(ntn -h n) 

1 H — o,i — &n— 1 — ' » 

2 

d'oïl résulte 
_, m(m-f- i) (2m + i)(2m -f- 2) (3m + 2)(3m 4- 3) 

On = 1 1 = * 

2 2 2 

(4m -f- 3)(4W + 4) 

2 

nin + I ) . , , . ^ , 

= -4 ' 1(2/* -f- i)ni« -f- (4n — i)m -+- 2(n — i)j. 

â .4 

Pour m = o, — 2, I, 

on a respectivement^ comme dans la Nok^ les résultats parti- 
culiers 

1.2 2.3 3.4 (n—i)ri (n— i)n(n-f- 1) 



2 2 2 2 2.3 

1.2 ^ 2.3 3.4 4.5 ^ ^n(n4-r) _ n(n-f- i)(n + 2) 



2222 2 2.3 

1.2 3.4 5.6 7.8 (2n — i).2ri n(n-hi)(4n— 1) 



2 2 2 2 2 2.3 



(*) Le lecteur est prié de se reporter à l'énoncé et aux notes qui I^accdm- 
pagnent {Jotsrnaly 1886 ; p. 94). 
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c c [(w + i)m + n - i][(n -h i) w + n] 

bn — bn-l — =^ Tn*, 

_ 2m(2m -h i) (3m -h i)( 3m 4- 2) {4W + 2)(4W -h 3) 

On — - T" — — ^^— ^■^■^^— — -|- — , — « 

2 2 o 

(5ot + 3)(5m + 4) 

3 

n 
= — [(2n* + 9/1+1 3)m« + (4n* + 971 - i)m-h 2(n* ~ i)J. 

En particulier, pour m = i , 

_ 2.3 4.5 6.7 8.9 2n(2n+i) n(n-hi)(^n-h5) 

2 2 2 2 2 2.3 

_ m(m+ 1) {3m + i)(3m + 2) (5m + 2)(5m +;3) 

On — I + 

2 2 2 

(7m+3)(7m-f-4) ^ [(2n- i)m+ n-i][(2n-- i)m+n| 

2 2 

= —r [(4n* — i)(m* + m) -1- n* — i]. 
2.5 

Si 

m =::i I, 

_ 1.2 4.5 7^ , lo^ii ^ (3n - 2)(3m - 1) 

i3n — i~ i" ~f" •" • • • ~T" - 

2 2 2 2 2 

n(3n« - i) 



4^ 
_ (m+i)(m + 2) ^ (3m+2)(3m + 3 ) (5m+3)(5//i + 4) 

2 2 2 

^ (ym+4)(7m+3) ^ ^ [(2n~ i )m+n][(2n- 1 )m+yi+ 1] 

~T" "T" • • • 



= — « [(4^* - 0^* -♦- (4^* -i-Sn-^ i)m + n« + 3n + 2]. 

Si 

m = i, 

^ 2.3 5.6 8.9 II. 12 (3n-i).3n 3nVn+i) 

On -= 1 1 1 r . .+ — = ^i 

2 2 2 2 2 2 
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çj _ 3fw(3 -h t) (Sw-h T)(5m h- 2) ^ (jm -h 2){jm -^ 3) 



2 2 

(9/n-4-3)(9mH-4) [(2^îH-!)m+n— T][(2nH-T)m-f-nl 



2 



71 

= — - [(4n* + T 2n -h I T)m' 4- (411* H- 6n — i )m + w* — i ] 

2.3 

Si 

( m r= I, 

^ 3.4 6.J 9.10. 12.1 3 3n(3n-i-i) 3n(n4-i)* 

\ 2 2 2 2 2 2 



QUESTION PROPOSEE 



243. — On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy et un 
point fixe \ ; autour de A, on fait tourner deux droites rectan- 
gulaires A, A'. Soit P une parabole ayant : pour axe, A; pour 
sommet, A; et passant parO; soit P' une seconde parabole 
passant par 0, ayant A' pour sommet et A' pour axe. 

Ces deux paraboles, abstraction faite de et de A . admettent 
encore deux points communs; ceux-ci sont imaginaires, mais 
appartiennent à une droite réelle 8. Démontrer que § passe 
par un point fixe. (G, L.) 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS 
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REMARQUES 

SUR* LA 

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE DES COURBES PLANES 

FORMULES FONDAMENTALES 
APPLICATION A LA DÉTERMINATION DE CERTAINS RAYONS DE COURBURE 

Par M. Maarlce d'Oca^ne, ingénieur des Ponts et Chaussées. 



23. Septième transformation. — OM^ estéquipollent(*) àTM, 

La normale M^Ni coupe, au point A, la perpendiculaire menée 

par le point à OM, ; la formule (1) donne 

_d{M) = Mo. 6 (M), d (M,) = M^A. 6(0). 

D'ailleurs, le parallélisme de OM,, TM entraîne e(M)=6(0); 

donc 

d(M) M(o 

d (M J ~" MiA * 
La droite MM^ étant constamment parallèle à ox, on a, 
d'après la formule (4), en appelant S le point de rencontre 
des tangentes MT et M,Ti, 

d (M) _ M S 

rf(MJ "" M^' 
M(o MS 

c'est-à-dire que 'XsMi ='a)SM. 

Le point w est ainsi déterminé. 
On peut observer que, d'après cela, 

U, étant le point de rencontre des normales MN, M^Nj 
on a fiuBi = MSM< (côtés perpend.) ; 

donc SuMi = ASiJj 

et le quadrilatère AUScd est inscriptible, résultat beaucoup 
plus simple que celui de M. Laisant. 

(*] Égal, parallèle et de même sens. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1888. 5 
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24. Huitième transformation. — OM.^ est équipoUént à NM. 
Il suffit de reprendre, mot pour mot, la solution qui vient 

d^être donnée pour le cas précédent; car OMi étant constam- 
ment perpendiculaire à MT, on a encore 6(0) = 6(M); et, par 
conséquent, même résultat. 

25. Neuvième transformation. — On porte, perpendiculaire- 
ment à ox, TMi égal à TM. 

On a, d'après la formule (7), 

d(M) 
d. TM == (oN . e(M) == coN . -ij^ ; 

' Mo) 

de plus d. TM, = d(M,) sin a^, 

a^ étant Tangle de M^T^ avec ox. 
Donc, TM et TM^ étant constamment égaux, on aura 

d(M) _ Mo) . sin a, 
d(Mi) ^ '^ 
Mais la formule (2) donne, en appelant A le point de ren- 
contre de TMj avec MN, 

d(M) _ Mo> 

d(T) ~ TA ' 

d(T) TT, 

et la formule (4) : ^^ = ^^ • 

d(M) _ Ma) . TTi 
Par suite : -^^ - f^^TU^, ' 

Ma) . TTi _ Mo) . sin a, 
TA . MJi ~ Na> 
cos a, sina, 

d'où Na- = TA tg a,, 

OU encore, en appelant B le point oîi la perpendiculaire abaissée 

de A sur M^T, coupe ox, 

No) = TB. 

(A suivre.) 



» • 
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THÉORÈMES SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 

Par M. Avgf. Poulain, 



e. — La règle précédente ne fait pas connaître Tespëce des 
racines imaginaires qu'elle révèle : elle ne dit pas si leur par- 
tie réelle est positive ou négative. Mais il y a un problème 
plus simple et plus utile, qu elle permet de résoudre : donner 
le moyen â! abaisser la limite de Descartes, relative au nombre des 
racines positives; en un mot, dire si c'est aux dépens des 
racines positives qu'il existe des racines imaginaires. 

Pour faciliter le discours, nous dirons que deux coefficients 
de réquation présentent une variation double ou une Variation 
renforcéôy lorsqu'ils sont de signes contraires et que les fonc- 
tions quadratiques correspondantes sont également de signes 
contraires. Gela posé, l'énoncé de Newton équivaut au suivant : 
en formxint la limite de Descaries, on ne doit pus compter les varia- 
tions doubles. 

Ex. : Soit l'équation 

ce* — 4X^ 4- I 2X' -h jx -h i — o 

La règle de Descartes indique qu'il joew/ y avoir deux racines 
positives, à cause des trois premiers signes. Mais si noua ap- 
pliquons la nouvelle règle, nous voyons que les deux premières 
fonctions de Campbell sont i , — i . La limite de Descartes 
s'abaisse donc; par suite, elle tombe à o, sans qu'on ait besoin 
de calculer d'autres fonctions quadratiques. 

Toutefois, ce théorème n'offrira aucun avantage quand les 
cofficients ne présenteront pas deux variations consécutives; 
car si l'on a 

-f- -f- , 

les fonctions quadratiques relatives aux deux termes du mi- 
lieu, auront le signe + et dès lors formeront une permanence* 

7. — Comme cas particulier, la règle de Newton montre 
que si une au moins des fonctions de Campbell est négative, 
il y a au moins un couple de racines imaginaires. Mais le 



-» • • * 1- . 
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théorème ainsi simplifié est connu, et facile à démontrer. En 

effet, supposons que les coefficients binomiaux soient mis 

en évidence dans f{x). On a 

r».v «/ » *w - mlin — i) 

(S) f{x) = OoCD*" H- - a^x"^-^ H î^ ^ a^x"^-^ -h ... 

Il est aisé de voir qu'à un facteur près, la dérivée a aussi 
ses coefficients binominaux mis en évidence. Car on a 

(6)- r(ic)=aoa;"»-*H a^x"^^ + ^^ ^-^ ^ a.x'^^-^ . . . 

m I 1.2 

Dès lors, de proche en proche, on montre qu'il en est de 
même pour toutes les dérivées. Si, à l'aide de la lettre y, on 
rend homogène f{x), la même propriété existe pour les dérivées 
de f{x,y) prises par rapport à a; et y. 

Par suite, les dérivées d'ordre m — 2, sont, en appelant k 

un facteur numérique éiçal à ^ -: 

m(m — i) . . . 4.3 

(7) kf^m-2 — QqX^ 4- 2a^x •+- J„ 

kf'^m'iy -- a^x^ + 2a^x + a^, 
kf^m\2 = a^x^ -h 2aiX -\- a^, 



Si donc on a aï — a^a^^ < o, une des équations dérivées a des 
racines imaginaires. Dès lors, d'après un corollaire du théorème 
de Rolle, f{x) a au moins un couple de racines imaginaires. 
La conclusion est la même pour a^ — a^a^ — o. 

Si l'on a «2 — Oi«3 < o» on raisonne de la même manière; et 
ainsi de suite. 

Seulement, rien ne nous dit que ces diverses indications 
s'ajoutent et qu'on découvre ainsi des couples distincts de 
racines imaginaires. La réponse n'est donnée que par la règle 
de Newton, qui embrasse l'ensemble des fonctions quadrati- 
ques, au lieu de se restreindre à une d'entre elles. 

8. — Notons, en passant, qu'en vertu de l'équation (6): tous 
les binômes de Campbell, appartenant à la dérivée, appartiennent 
aussi à la proposée. Seulement cette dernière en a un de plus. 
Pour les deux équations, c'est a^ — a^a^, a\ — a^a^, etc. 



>• •■ « i 

» 
V 



1 
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9. — Démonstration de la règle. Nous pouvons supposer que 
les coefficients binomiaux ont été rais en évidence. 

Premier Cas : Equation du troisième degré, — Soit 

(8) f{x) = ajc^ -h 3aia;' i- 3a.^ -^ a^ — o. 
D'après la règle, si l'une au moins des fonctions de Campbell 

est négative^ il y a des racines imaginaires. Soit, par exemple 

(9) a\ — Ooaj, < G, 
L'équation dérivée est 

(10) ôT'^) — ^Aj^;* 4- 2c/iir 4- a^ = G. 

3 

En vertu de (9), Téquation (10) a ses racines imaginaires. 
Donc... 

La considération de la dérivée montre aussi facilement si 
ces racines imaginaires existent aux dépens dos racines posi- 
tives (6). 

Si l'on avait «2 — Oya^ < g, on considérerait l'équatioa aux 
inverses, et l'on opérerait comme précédemment (7), après 
avoir rendu l'équation hojuogcne. 

10. — Le raisonnement serait le même si Tune des fonctions 
quadratiques était nulle. Mais il est en défaut si toutes les 
deux le sont à la fois. Seulement, ce dernier cas ne se présente 
que si f{x) est le cube d'un binôme. En effet, les égalités 

oî — a^a.^ = G, al — a^o^ — o 

prouvent que a^, a^ a^, a^ sont eu progression géométrique. 
Par suite, si nous avons préalableuient ramené le coefficient 

ÛQ à Tunité, ces nombres sont i, «i, a?, a?. Donc... 

Mais ce cas exceptionnel ne se présente jamais dans la pra- 
tique, puisqu'on reconnaît, à première vue, le développement 
du cube d'un binôme, il n'y a donc pas lieu de se demander 
combien il y a de raciues imaginaires. 

(A suivre.) 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 
Par M. Emile Vl«rarié (Suite). 



56. Centre du cercle inscrit (I). — Le centre I du 
cercle inscrit au triangle ABC, dont les coordonnées normales 
absolues sont égales 

îa = h = ^c = r = -r 

P 

et dont les coordonnées barycentriques sont proportionnelles 

à a, b, c, donne naissance à plusieurs points remarquables 

qui s'en déduisent comme Tindique le tableau suivant. 

^ / Points algébriquement associés (la, !&, le). 

'u I (Centres des cercles ex-inscrits.) 

g l Point complémentaire (ly). 

© I (Centre de gravité du périmètre du tiHangle,) 

'g 1 Point anticomplémentaire (v.) ( Point réciproque (F). 

8 \ (Point de NageL) ( (Point de Gergonne.) 

p§ i , . - V ( Point anticomplémentaire (P). 

g I in recip q \ o)* ^ (Centre des parallèles égales.) 

g I Points brocardions (Jç, Jv). 
^ \ (Points de Jérabek.) 
Nous allons étudier successivement ces points. 

57. Points algébriquement associés au centre du 
cercle inscrit. (la, Ih, I ). — Ce sont les centres des cercles 
ex-inscrits au triangle de référence. Leurs coordonnées nor- 
males sont égales : 

la . . . K = h ~ ^c "= ra = ; 

p — a 

et Ton a des formules analogues pour I^Jc. 

Leurs coordonnées barycentriques sont : 

la ... a : ^ : Y = — a : b : c; 
avec des formules analogues pour Ib, Te. 

Mais le centre du cercle inscrit, et ses points algébriquement 
associés, sont trop connus pour que nous insistions davantage. 
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58. Point complémentaire (ly) de I. — Ce point est 
le centre de gravité du périmètre du triangle ABC et le centre 
du cercle inscrit au triangle A^BiCt, complémentaire de ABC. 
Ses coordonnées barycentriques sont proportionnelles à : 

2p — a, 2p — 6, 2p — c. 

59. Point de Nagel (v). — Le point anticomplémentaire 
du centre du cercle inscrit est appelé point de Nagel, du nom 
du Géomètre qui, le premier, a fait connaître ses principales 
propriétés (*) ; nous le noterons par la lettre v. Le point de 
Nagel est donc le centre du cercle inscrit au triangle k\B\(j^ 
obtenu en menant, par les sommets de ABC, des parallèles 
aux côtés opposés. Ses coordonnées barycentriques sont pro- 
portionnelles à : 

p — a, p — b, p — Cy 

ou, à cotg - A, cotg - B, cotg - G. 

2 2 2 

Ce point a été rencontré par plusieurs Géomètres, qui en 
ont signalé les nombreuses propriétés. Voici les princi- 
pales ; 

1® Les trois points I, G, v sont en ligne droite et l'on a: 

Gv = 2lG. 



(*] Le Point de Nagel est quelquefois appelé Point de Hochheim : Cette 
dernière dénomination a été abandonnée (voir E Vigarié. — Sur le point 
de Nagel. J. E. 1886, p. 158). 

Nagel. — Recherches sur les cercles du plan d'un triangle (1836). 

Nagel (D'après). — Théorèmes sur les cercles qui touchent les côtés 
d'un triangle (N. A. M. 1860, pp. 354-355, 438-440). 

Hochheim. — Sur le cinquième point remarquable {A. G. H. 1871, LII, 
pp. 26-40). 

E. Lehoine. — Sur de nouveaux points remarquables du plan d'un 
triangle (/. S. 1883, pp. 3, 24, 49). 

E. Lemoine. — Exercices divers de Mathématiques élémentaires (J, E, 
1883-1884, Exercices 4 et 27). 

Brocard. — Hyperbole des neuf points (/. S, 1884, pp. 197-209). 

G. DE LoNGCHAMPS. — Qucstiou proposéc n" 94 (/. E. 1885, pp. 92-95). 

G. BouBALs. — Questions proposées 178, 186, 195 (/. E. 1885, pp. 95, 
168, 216). 

E. Lemoine. — ' Sur les points associés {A. F. Blois, 1884. /. S. 1885, 
pp. 193, 217, 241). 

E Vigarié. — Sur le point de Nagel (/. E. 1886, p. 158). 

E. Vigarié. — Sur les points complémentaires {M, 1887, p. 57-62). 
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2® Les droites 10, Hv sont parallèles et: 

2l0 = Hv. 

3® Le point de Nagel, de ABU, est le point de concours des 
droites joignant les sommets du triangle aux points de con- 
tact des côtés opposés avec les cercles ex-inscrits correspon- 
dants. 

Construction du point de Nagel. On peut le construire en 
utilisant Tune des trois propriétés précédentes, ou en employant 
le procédé suivant: 

Par les points isotomiques des pieds des bissectrices inté- 
rieures, on mène des parallèles à ces bissectrices : les trois 
droites ainsi menées concourent au point de Nagel. 

(A suivre.) 



APPLICATION 

d'un théorème d'algèbre ELEMENTAIRE A QUELQUES 
QUESTIONS DE GEOMETRIE ANALYTIQUE 

Par M. Élienne Pomey. 



Principe. — Toute valeur maximum ou minimum de la frac- 
tion 

ax^ -h 2Sxy + yy^ 

^ ^ a'x* -h 2f>'xy + Y'y2 ' 

est racine du discriminant de la forme binaire 

En effet, en désignant par \ la valeur de la fraction (1), on 
a ^]/ := o. Pour que les racines de cette équation en — soient 

if 

réelles, il faut et il suffit que le discriminant w de vjy soit néga- 
tif ou nul. Or o) est un trinôme du second degré en - . Par con- 

séquent toute valeur maximum ou minimum de X, c'esl-à-dire 
de la fraction (1), est racine de &> = 0. 
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APPLICATIONS 

1. — Distance d'un point à une droite. 

Soient x', y les coordonnées d'un point P, oX-4-6Y-f-c = o 
réquation d'une droite par rapport à des axes oX, oY, d'angle 6. 
Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes au point P. 
L'équation de la droite devient 

^2) ax + hy + K ~ o, 

si nous posons ar' + 6/ 4- c = K. Le carré de la distance 
cherchée d est le minimum de x'^ -h 2xy cos 6 + t/' , où 
Xy y satisfont à la relation (2). Par conséquent; d' est le 
minimum de 

K*(a;' -h 2irj/ cos + t/*) 



{ax + hy)^ 
Cette fraction est de la forme (1), et Ton peut lui appliquer le 
principe rappelé plus haut. La fonction ^ est ici 



K' 



(x' + 2xy cos H- y*) -- {ax + 6y)'. 



Son discriminant (o est 

(t'-«-)(?-)-(t"— ')'• 

L'une des racines de o) = o est infinie, l'autre est 



d« = 



K« sin« e 



a* — 2ab cos ô + 6* 



ou 



(ax' + 6y -h c)» sin» e 
a* — 2a6 cos 6 + 6' 



2. — ilxe* d'une conique à centre. 
Soit la conique représentée par 

AX« -h AT» + 2B"XY + 2B'X + 2BY + A' = o. 

En la rapportant à son centre et posant 

B' 
A = 



A B" 
B' A' 



B 



B' B A* 



8 = 
l'équation devient 

(3). 

Les carrés des demi-axes sont le maximum et le minimum 
de x^ + 2xy cos 6 4- t/S oîi a? ety sont liés par la condition (3). 
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Acc» 4- Ay + 2B'CCJ/ H- - = o. 

s 
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Ce sont donc le maximum et le minimum de 

A , 
— — (a:* + 2xy cos 6 + y*) 

Ax* H- 2Kxy -h A't/* 
fraction à laquelle on peut appliquer le théorème I. 
La fonction ^ est ici 

— — - (x* + 2xy cos 6 4- y*) — (Aa;* 4- 2B"Xiy + A'i/') ; 

5a 



dont le discriminant to est 

Les carrés des demi-axes de la conique sont les racines de 
réquation w = o, qu'on peut écrire 



A , A* 

X'« + - (A + A' - 2W cosÔ)X H- — sin* ^zi- o. 



3. — On peut appliquer le principe à une fraction dont 
les termes sont des formes quadratiques de trois variables 
X, y, z, ces variables satisfaisant à une relation linéaire et 
homogène. On remplace, dans la fraction, Tune des variables 
en fonction des autres ; au moyen de la relation donnée, 
les deux termes de la fraction deviennent ainsi des formes 
quadratiques de deux variables. 

Exemple. — Équation aux carrés des longueurs des demi-axes 
d'une conique à centre^ obtenue en coupant une quadrique par un 
plan. 

Nous représenterons le plan par l'équation 

ZX + wY -h nZ -f- p — o, 

et la quadrique par 

/(X, Y, Z) s: ?(X, Y, Z) + 2GX -h 2GT 4- 2G'Z -h D = o, 
en posant 

(p(X, Y, Z) =: AX« + AT2 + A'Z« + 2BYZ + 2B'ZX + 2B'XY. 
D'ailleurs, pour abréger, nous emploierons les notations, 

l 
A 



A = 



A B'' B' 
B" A' B 

B' B A'' 



I 



m 
n 
l m 71 
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H = 



C 
G' 
C 
G G' G' D 



H,= 



H 



l 

m 
n 

P 



H. 



--^ K. 



l m n p 

On démontre très facilement, et nous admettrons ici, que, 
en transportant les axes de coordonnées parallèlement à 
eux-mêmes, au centre de la conique, les équations de celle-ci 
peuvent s'écrire 

(4) Ix -\- my -h nz = o, 

(5) 9(.T, y, z) -h K = o. 

En supposant les axes de coordonnées rectangulaires, les 
carrés des demi-axes de la conique sont alors le maximum et 
le minimum de x^ -{- y* -t z^, où x, y, z sont assujettis 
aux relations (4) et (5) ; on peut encore dire que ce sont le 
maximum et le minimum de 

- K(a;'^ + y^ -+- 5*) 

9(^y y,z) ' 

en considérant x,y,z comme liés par la condition (4). En tenant 
compte de cette relation, ou nous supposerons n ^f: o, la frac- 
tion précédente devient 

— K[n^ -h l^]x'^-\-^lm xy -f- (n^ 4- m^)y»] 

(An»+A'/*-2B'n/)a;»+2(A7m--B/n— B'mn+B''n2)a3y+(A'n«-hA''m«--2BmnJ2/'* 

Le discriminant ca de la fonction •]/ est ici 

{-(^-r>'-(^--!)"-'H[-(*'*r)"'-(f+-x) 

n _ f- ^A'-h-)/m+B/n-hB'mn-BV T • 
Si Ton pose, pour abréger, 

A+- = li., A-f-y-^U, 

on voit facilement que Téquation cd = o, peut s'écrire, après 
division par n', 

/»((xV" - B«)-h m« ((x^ix - B'») + w«((jL{x' - B''») 

-i-2wn(B'B' -jaB) -^ 2ri/(BTB - /B') -h 2/m(BB' - (jl''B') = o, 



m"-i-2Bmn 
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o; ou en fin 



A^iil B- 
B' A' 4- 



AiX 



B' / 



B in 



B' 



l 



B A'+^ 77 
m n o 



=^o. 



Cette équation en X a pour racines les carrés des demi-axes 
de la conique (*). 

4. Remarque, — On aurait pu obtenir immédiatement, sans 
calcul, réquation cherchée, sous la forme précédente, en obser- 
vant que, au lieu d'annuler, comme nous Tavons fait, le dis- 
criminant 0) de la forme binaire 



( Kr / 



Ix 



n 



myy' 



-?(a;,y,- 



Ixt-my 



n 



)i 



ou, ce qui revient au même, le discriminant de la fonction -^ > 



w 



on aurait dû annuler simplement celui de la forme quaternaire 
— - (a;* -h 2/* 4- z^) — (p (x, y, s,) + 2t (Ix + wy -h nz). 

A 

Ces deux discriminants, égalés à zéro, ont en effet les mêmes 
racines, ainsi que cela résulte d'un théorème très simple 
que nous allons énoncer et démontrer. 

5- Théorème. — Étant donnée la forme quadratique à trois 
variables 6 (x, y, z), pour que le discriminant de la forme quon 

dratique à deux variables 6 f x, y, ^ j soit nul^ il faut 

et il suffit que celui de la forme quadratique 

6 (x, y, z) -f-2f (Ix + my -r- nz), 

dépendant des quatre variables x, y, z, t, soit nul lui-même. 
En effet, lorsque le premier discriminant est nul, on peut 



(*) Comparez : Pruvost : Leçons de géométrie analytique, t. II, p. 243. 
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réduire la forme 6 (x,y, — — ^ j à un seul carré, qu'on 

peut écrire : ^poc+qy)* ou, encore, dax -^ by — c 1 , en 

cl CJÏt 

prenant : a=p-{ — , et 6 = 9 H . Par suite, on peut écrire, 

^{x,y,z) sous la forme e{ax-\-by-hczy\ et comme 2t{lx-hmy-hnz) 

est une somme algébrique de deux carrés, la forme 

G(a;,y, zy-h 2t{x + my + ns), 

est réductible à trois carrés ; or, elle dépend de quatre 

variables, donc son discriminant est nul. 

Réciproquement, supposons nul le discriminant de cette 

dernière forme. Elle est réductible à moins de quatre carrés: 

deux carrés sont fournis par la décomposition de 

2t{lx H- my -\-nz) ; 

donc 6(x,j/,^), qui est indépendante de /, doit se réduire 

à un seul carré g (ax -h by -h czy. Il en résulte que la forme 

à deux variables 6 (x, ,v» -) se réduit à un seul carré 

(îx -\" ffiy\ ^ 
ax + by — c -\ , et que, par .conséquent, son dis- 
criminant est nul. (A suivre.) 



UNE DEMONSTRATION 

DU THÉORÈME FONDAMENTAL DES DÉVELOPPÉES 



Il existe plusieurs démonstrations du théorème en ques- 
tion : Ton pourra consulter, par exemple, celles qu'indique 
M. Bertrand (Calcul différentiel; pp. 22 et 558.) Mais ces dé- 
monstrations sont d'un ordre assez délicat; les plus simples 
exigent la connaissance de la formule qui donne la valeur du 
rayon de courbure; et, pour des raisons diverses, il parait diffi- 
cile de les introduire dans les cours de Mathématiques spé- 
ciales. Celle que nous allons exposer paraîtra peut-être plus 
convenable, pour le but auquel nous faisons allusion. 



(2) 
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Soit U une courbe quelconque, rapportée à deux axes rec- 
tangulaires; une droite A, tangente à U,peut toujours se repré- 
senter par réquatiou 

(4) ;y — ma; -h 6, 

Ô désignant une fonction du paramètre variable m. Soit A le 

.point de contact de A avec U; les coordonnées (a?i, t/J de A 

s'obtiennent en résolvant (i) et Téquation différentielle 

o = X -h 6'. 
On a donc (2) Xi = — ^\ y^ z= ^ — m8'. 

Soit A' la normale à U, au point A; Téquation de A' est 

ou m^ + a; — m8 H- 6' 4- m'6' = o. 

Si nous différentions cette équation, par rapport à 7n, nous 
obtenons les coordonnées X^, Y^ du centre de courbure A' : 

Yi = ô - mô' - (m* + i)Ô", 
Xi = m{m^ -h i)Ô' - 6\ 
Le rayon de courbure AA' = R^, se calcule donc par la for- 
mule 

Rf = (X, -a;.)» + (Y.-î/.)«; 

d'où, en tenant compte des égalités (l) et (2), 

3 

(3) Ri := {m^ + i)^\ 

D'autre part, les formules (2) donnent 

dX^ = 3m*6" 4- m{m^ 4- i)6'", 
~ dY, = 3mô' H- (m^ + i)e'^ 
et, par conséquent, 

dXf 4-dYf -: (m» + i)[36''m + (m« + i)rj. 
Soit d(s^ la différentielle de Tare de la développée, au point A' ; 

on a donc 

1 

d(5^ = (m^ + if [3e''m + (w« 4- 1)6"]. 
Si Ton observe enfin que l'égalité (3) donne 

1 3 

dR^ = 3{m^ + i)2mô'' 4- (w« 4- i)2ô'", 
on conclut dR^ — rfcr^ 

Ri == (Ti + c'^ 

De cette égalité, on déduit le théorème que nous nous 
proposions de démontrer; on peut l'énoncer de la manière 
suivante : 
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Théorème. — Soient A^, A^ deux points d'une courbe U; 
Ai, Ag les centres de courbure correspondants de la développée Y -^ 
on a 

(G. L.) 



EXERCICES ÉCRITS 



10. — On considère deux axes rectangulaires Ox, Oy, et 
des paraboles P coupant Oy en deux points fixes A, B ; de plus, 
la tangente au sommet de F passe par 0. 

1** Démontrer que Fensemble des paraboles P est constitué 
par deux réseaux P', P''; les axes de paraboles P' coupant 0^ 
en un point fixe G, tandis que les axes des paraboles P'' cou- 
pent Oy en un aulre point fixe G', symétrique de G par rapport 
àO. 

^ Par 0, ou mène, aux paraboles P', des tangentes ; trouver 
le lieu des points de contact de ces tangentes. 

3** Trouver le lieu des foyers des paraboles P', et celui des 
foyers des paraboles V", 

4® Déterminer Tenveloppe des directrices des paraboles P'. 

Notes sur l'exercice 9. 

Soient y* — 2px = o, 

x^ — 2qy = o , 
les équations des paraboles P et P'; et soient (a;j,i/i)les coordonnées d'un 
point A de P. Transportant l'origine en ce point, les équations des para- 
boles deviennent : 

2/* 4- 2î/iy — 2px = o, 

X* + 2XiX — 2çy + aJi — 2çî/, = o. 
Uéquation quadratique des tangentes issues de A à la parabole P' est 
(irf — 2qyi)(x^ -h 2XiX — 2qy + rcf — 2gy^] — [XiX—qy + xl^2qyi]* = o 

ou, après simplifications, 

2yiX^ — 2XiXy + qy* = o. 
L'équation générale des coniques passant par l'intersection de ces droites 
et de la parabole P est 

X(î/* + 2i/,2/ — 2px) -h 22/ia;« — 2XiXy + qy* = o. 
Si nous divisons le premier membre de cette équation, par px — yyi 
premier membre de Téquation de la tangente en A à P, le quotient nous 
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donnera Téquation de la seconde droite BG, passant par Tintersection de 
P et des tangentes. On trouve ainsi 

Revenons aux anciens axes : cette équation devient 

(1) yxi -hyXi-hpq = o, 

Pour démontrer que la droite est tangente à P\ il suffit de vérifier que les 
coefficients de son équation vérifient l'équation tangentielle de P'; 
savoir qu^ — 2vw = o, 

ce qui est immédiat. 

2o Formons l'équation donnant les coordonnées des points communs à 
la droite BG et à la parabole P'. 

Cette équation est t/jt/^ + 2pXiy -h 2p^h = o. 



La somme des racines est 



2pXi 



Vi 
La somme des ordonnées des trois points ABG sera donc : 

2paîi , ^^ i/î — 2px^ 

Gette somme est nulle: les trois points A, B, G sont donc sur un cercle 
passant en O ; par suite, les normales en A, B, G sont des droites con- 
courantes 

3* L'équation de la perpendiculaire abaissée de A sur BG est : 

Viiy — Vi) — Xi(x — ^i) = o, 

2/î/ yî\ 
ou 2/i(î/— 2/i) — — l^ — — )=o» 

ou enfin, yl — 2p{x + 2p)2/, -f- ^p^y = o. 

Uenveloppe de cette perpendiculaire est une courbe représentée par 
Téquation 

— 32p^{x -\- 2pf + 27. i6p*i/* = o, 
ou 2[x 4- 2pf — 2']py- = o. 

En posant x-h 2p = X, 

on a 2X^ — 27P2/* = o, 

équation d'une développée de parabole. 

4* L*équation de la droite BG est 

ooyt H- yx^ ■+-pq = o. 

Lorsque q varie, cette droite reste parallèle à une direction fixe. 



QUESTIONS RÉSOLUES 



Lieu des foyers d'une conique V inscrite au triangle ABC et 
dont le centre décrit une droite fixe A. 

Soient /',/' les foyers de F; désignons leurs coordonnées tri- 
linéaires par a, ^, Y ; a', p', y. 
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Nous avons, d'abord, 

(1) aa' - p^' = y/. 

Les coordonnées du milieu de //' étant 

a + a' |3 -H f>' y -4- y 
, , , 

2 3 2 

et ce poiut parcourant une droite fixe, nous avons aussi 

(2) A(a + a') + B(p + p') + C(y + y') = o. 

En désignant par o, 6, c les longueurs des côtés du triangle 
de référence ABC, et par S l'aire de ABC, nous pouvons écrire 

(3) oa' + bf + Cy' = 2S. 
D'après cela (2) devient 

Aa -f- BS 4- Cv , , ,. ,. . , ^^- -^ , 
1 i {ax +hp -\- cy) + Aa + Bp' + Cy = o 

2o 

Cette égalité, combinée avec (1), donne 

(Aa 4- Bp 4- Cy) (apy 4- by(x 4- cap) 4- 2S(ApY -^ Bay 4- Cap) = o. 

Le lieu est une cubique. 

Ce résultat est connu : on peut, en effet, observer que l'enve- 
loppe de r est (abstraction faite des côtés de ABC) une droite; 
or, on sait que le lieu des foyers des coniques inscrites dans 
un quadrilatère est une cubique (V. Salmon, traduction Resal- 
Vaucheret. p. 383). 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



16. — Surfaces à discuter; 

1® x^ -h y^ — 2yz + 2X — 1=0. 

Oa décompose en carrés ; on a (o; 4- i )* 4- (î/ — js)* — - «* — 2 =:: o ; c'est 
doDC un hyperboloïde à une nappe. 



2^ J3 = aa? 4- p^ 4- Y — \/^y + (^^ -^ by -\- c. 

Hi, si c — a& > o; H3 si c — a6 < o. Cône, si c = 06. 

3® {2x -h 3y — i){y 4- 43 — 2) — (21/ 4- a? + 2^)» 

Cette équation est de la forme P* = QR ; elle représente donc un cône, 
les formes P, Q, R étant indépendantes. 
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4*» (x — y)* -h {y — zy -h (» — a?)» — i = o. 

C'est un cylindre elliptique. 

5® X* -4- 4J/Z — 4a; — 2 = o 

X 

Equation homogène; elle représente donc un cône ayant son sommet 
& Torigine. 

7® z^ = a;' -h y* + 2aar + 2by + c 

Hyperboloïde de révolution ; H, ou Hj suivant que a* + &* — c'est posi- 
tif ou négatif. 

8^ x^ -h y^ + z^ — 3xyz = a^ 

On observe que 

ic^ H- î/* 4- »^ — 3xyz s (aj + y + 5)(aj* + j/' + a* — xy — xs — yz)] 

La surface est de révolution. En général, 

f(x-hy-\- ijp, a;* + 2/' -h «S an/ + xï + y») = o, 
représente une surface de révolution. 

9* {œ — a)« + (y — p)« -h (2 — y)* = (^^ + mt/ + Mjs + p)^ 
La surface correspondante est évidemment une quadrique de révolu- 
tion. On demandait dans quel cas elle représente un paraboloide? On 
peut répondre à cette question en observant que Taxe du paraboloïde ne 
rencontre la surface qu'en un seul point k distance finie. 
Les équations de cet axe sont 

a?— a _ y — P _ g — Y _ 
l '~ m n ^ ^' 

En écrivant que le terme en p^ est nul, on trouve la condition cherchée. 

i*4- W ■+-n*= I. 

17. — Déterminer les génératrices du paraboloïde hyper- 
bolique correspondant à 

xy = az. 

18. — Déterminer l'axe du cylindre représenté par Téquation 

I 

z = X -i 

y 

19. — Quelles sont les surfaces correspondant à Téquation 

z = f{x,y), 
f=o représentent Téquation générale des coniques. 

C'est un paraboloïde elliptique, si ^= o représente une ellipse ou une 

variété d'ellipse ; un paraboloïde hyperbolique, si Z' = est du genre 

hyperbole; un cylindre parabolique, si /■=o est une parabole. 

f(x ly^ 

On pourra, à ce propos, discuter : s — —^ ; et distinguer les 

ax -\- oy -\- c 

diverses surfaces qu'elle représente suivant que la droite aa;H-6î/4-c=o, 

coupe la conique f= o, en des points réels, imaginaires, ou coïncidents. 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Neuberg. 
1, _ Soit MNP une normale au point M d'une ellipse 
--{- — = 1, N et P ses points de rencontre avec les axes. 
De réquation 



on déduit, 



y - y 



ON = —r r 






f (x — x'), 



OP = - 



c'y 




a» b^ 

Donc, les segments ON, OP sont proportionnels aux coordon- 
nées de M. Si Ton prend ces 
segments pour coordonnées 
d'un point Q, il est visible que Q 
décrit une ellipse. Inversement, 
si un point décrit une ellipse, 
la droite qui joint ses projec- 
tions sur les axes est normale 
à une autre ellipse. 
Cette remarque très simple conduit à une foule de résultats 
des plus remarquables. On peut la formuler ainsi : Si entre 
lès segments ON = p, OP — ç, il existe une relation de la 
forme Ap* + Bg* = G, la droite est normale à une conique 
fixe ou enveloppe une développée de conique. 
Voici un théorème auquel on est ainsi conduit : 
Si l'on fait tourner la normale MN autour de son pied N jt^- 
qu'à ce que M se place sur le petit axe, cette droite reste encore 
normale à une conique fixe. 
Jusqu'ici, je n'ai rien trouvé d'analogue pour les ellipsoïdes. 

2. — Une proposition peu connue est celle-ci : 
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Les normales à un ellipsoïde le long d'une section parallèle à 
un plan principal s'appuient sur deux droites fixes (situées 
dans les deux autres plans principaux). 

En voici une généralisation : 

Deux ellipsoïdes E, E' ont un système de trois diamètres con- 
jugués dirigés suivant les mêmes droites OX, OY, OZ. En un 
point M, on mène une droite MN parallèle au diamètre de E' 
qui est conjugué avec le plan polaire de M par rapport à E. 
Lorsque M parcourt un plan S, parallèle à OXY, MN rencontre 
deux droites fixes. 

La démonstration analytique est des plus faciles. Si (a:,i/,3) 
senties coordonnées de M, les équations de MN sont de la forme 

X - X _ Y-y _ Z- z^ 

mx ny pz ' 

le point de rencontre avec le plan XZ est donné par 

Y =. o, = - -\ 

pz n 

donc Z est conslant, si z reste fixe. 

On peut demander réqaation de la surface engendrée par la 

droite MN, et celle du cône directeur, lorsque M décrit une 

conique, dans le plan S. Les sections parallèles à S sont des 

coniques. 

3. — Pour finir, voici une question que vous pourrez pro- 
poser. 

Construire un hyperboloïde réglé, connaissant quatre points 
qUfelconqu£s de la surface et un cône parallèle au cône asymptote. 



Extrait d'une lettre de M. Catalan. 

1. — Je reprends votre lettre du 10 février, relative à la 
Cardio'ide et à la Trisectrice. Vous donnez : 

1® Gomme coordonnées d'un point M de la première courbe : 

_R 3 - 6t^ - t* _8R t 

(^) ^-3- {i+t^r ' ^-X(i + /«)«' 
2<» Comme équation de la tangente T, en M : 
(2) (i - 3t^)x + ^(3 - t^)y = R(i + i*); 
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3® Comme coordonnées du point M' de la seconde courbe, 
correspondant à M (*) : 

^ ^ I 4- ^* ^ I -h r« 

2. — Afin de simplifier ces diverses formules, je pose 

(4) t = ig'-a. 

De cette transformation (a?'cftt-connue), on tire ; 

2t I t^ . 2t 

ts (t= > cos a = f sin a = , 

^ I - /* I + /* I + «« 

\ - 6t^ -h t^ . 4/(1 - t») 

cos 2a = — ; — — -> sin 2a = -7-^^ -^ ; 

(i -+- /«)« (i -h /*j* ' 

puis 

R R 

(5) X = — (2 cos a + cos 2a), y = —(2 sin d -h sin 2a) ; 

3 3 

valeurs remarquables, sur lesquelles je reviendrai. 
Quant à Téquation (2), elle se change en 

(6) cos - a (2 cos a — i)x -{- sin- a(2 COS a + i)y = R cos - a. 

22 2 

3. — Celle-ci doit être vérifiée par la valeur (S). Doue : 
1® On a, Hentiquement, 

cos - a(2 cos a — l)(2 COS a + COS 2a) 

\ / J I J 

+ sin-a(2C0Sa+ i)(2sina + sin2a) — 3cos-a (**;; 

,^. , I 3 — (2 cos a — 0(2 cos a + COS 2a) 

(8) tff - a — : — ^^ 7-^-H : ; 

2 (2 COS a + i)(2 Sin a + sin 2a) 

relation curieuse 

4. — La transformation précédente, appliquée aux for- 
mules (3), donne : 

(9) x' = R(2 cos a — i), 2/' = R tg -a (2 cos a -+- i). 



(*) M' est le pôle de T. 

(**) Le premier membre peut donc être rendu calculable par logarithmes. 
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a?' -4- R 

En conséquence, cos a = — ;et, par une combinaison 

2R 

simple, 

(10) y> cot* -a - x^ = 8R« cos a. 

Or : 

R - œ' SR-h x' 

l — cos a = — — > I + COS a = • 

2R 2R 

Donc l'équation (10) devient 

Celle ci ne diffère pas de Téquation de la Trigectrice, que 
vous avez trouvée {Note de Prague (*), p. 603). 

5. — Les formules (9) sont vérifiées par a = o, y' = o, 

x' = R. Changeant a;' en X 4- R, y' en Y, on a donc 

2 2 

(1) X — - R(i + cos a)cos a, Y := - R(i + cos a) sin a; 

puis, si Ton prend des coordonnées polaires : 

2 
u = -R(i + cos 0)); 
3 

ou, en posant -R = a: 

3 

u = a(i + cos (o) 
Cette équation, bien connue, représente un Limaçon de 
Pascal. 

6. — Soient les circonférences ADOE, ACB, tangentes en A, 
et dont les diamètres sont AO = a, AB = 2tt. 

D'après l'équation (13), le Limaçon est lOi podaire de la grande 
circonférence, relativement au point A (**). 

Donc, si Ton trace le rayon quelconque OC, et qu'on achève 
Ja construction indiquée, M est un point du Limaçon, De plus 
si Ton achève le rectangle ADOE ; la normale en M, à la 
courbe sera ME. 

{*) M. Catalan fait ici, allusion à une petite Noie inlitulée : Rapproche- 
ment entre la trisectrice de Mac-Laurin et la cardioïde que le professeur 
D*" Studnicka a eu Tobligeance de présenter, au mois d'octobre dernier, à la 
Société royale dePrague. 

(••) Propriété classique. 
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7. — Traçons la diagonale DE. A cause de 

DE = AO = 00 = DM, 
la demi-circonférence MEF, décrite du point D comme centre, 
avec a pour rayon, 
passe en M et eo E. 
De plus, elle touche 
en E la circonfé- 
rence ADOE. Et 
comme le trian- 
gle MDE est iso- 
cèle, on a, par le 
raisonnement con- 
nu: 
arc FE = arc AE. 

Nous pouvons 
donc énoncer ce 
petit théorème : 

Soit la circonfé- 
rence FLM (égale à 
la circonférence 

ACBJ roulant sur la circonférence fixe ADOE. Soil F le point de 
la circonférence mobile, d'abord placé en A. Cela posé, le point M, 
diamétralement opposé à F, décrit le Limaçon de Pascal considéj^é 
ci-dessus, 

8. — Tout point F, d'une circonférence , est diamétralement 
opposé à un autre point M, de cette ligne. Donc, en termes 
plus simples : Quand une circonférence, dont le rayon est a 

roule hur une circonférence dont le rayon est- j de manièi'e que 

celle-ci soit intérieure à Vautre; tout point de la grande cir- 
conférence décrit un limaçon de Pascal (*). 





(*) « Toule courbe plane est une roulette » (Nouvelles AnncUes, 1856, p. 103). 
Le Limaçon doit en être une. Mais, dans chaque cas parliculier, la dif- 
liculté consiste à choisir, d'une manière simple, les éléments du pro- 
blème. La construction précédente est une conséquence des formules : 

AM = o(i -h ces (o), AE == a sin w. 
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QUESTIONS PROPOSEES 




244. — On donne une droite arbitraire, une circonférence 
et un point M sur cette courbe. Mener de ce point une corde 
MA telle que la tangente en A à la circonférence et cette corde 
soient^alement inclinées sur la droite donnée. 

Il existe trois cordes telles que MA; si A, B, C désignent 
leurs extrémités, démontrer que les tangentes en ces points 
forment un triangle équilatéral. (Mannheim.) 

245. — On considère deux axes Ox, Oy et deux points ; 
^{x, y), M(X,Y) qui se correspondent de telle sorte que Ton ait 

(1) xX=a^, yY^b^; 

a, b désignant deux constantes données. 

Si m décrit une courbe U, le point correspondant M décrit 

une autre courbe V; les tangentes à ces courbes, aux points 

m, M coupent les axes, respectivement aux points p, q; P, Q. 

Démontrer que Ton a 

mp MP 

mq MQ 
Déduire, de là , le tracé par poi nts et par tangentes des courbes 
qui se correspondent dans la transformation réciproque carié- 
sienne (*), que définissent les formules (1). 

Appliquer la propriété en question aux courbes représentées 
par réquation 

x^y^ = Ax^ + By\ (G. L.) 

(•) Voyez Journal; 1886, p. 282 
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REMARQUES 

SUR LA 

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE DES COURBES PLANES 

FORMULES FONDAMENTALES 
APPLICATION A LA DÉTERMINATION DE CERTAINS RAYONS DE COURBURE 

Par M. Maorice d'Ocagne, ingénieur des Ponts et Chaussées. 

{Suite f voir p. 97.) 



26. Dixième transformation, — On porte, perpendiculaire- 
ment à Ox, NMi égal à NM. 

La perpendiculaire à MN, menée par le point co, normale à 
la développée de la courbe G, rencontre NM^ au point A. 

On a, d'après la formule (7), 

d.MN = coA.£(M)=:a)Affl. 

Mo) 

D'ailleurs d.MjN = d{Mi) sin ai; 

d{M) Mb) sin a^ 

donc XTTT = 1 • 

c?(Mi) Ao) 

Mais, la formule (2) donne 

d(M) _ Mo) 

d(N)~ NA' 
et la formule (4) : ^ ^ ' 



Par suite, 



et 



d(Mi) M^Ti 
d(M) _ Ma).NTi 
d(MJ""NA.MiT/ 
McD.NTj Mto.sinai 



NA.M^Ti Ao) 

ou sin a = tg aj. 

Cette formule ne fait pas connaître le point w. Par suite, la 

transformation est illusoire, sous ce rapport; mais on déduit, 

delà 

MN sin a = M^N tg a^ 

ou PN = NNi, 

JOURNAL DE MATH. SPEG. — 18S8. 6 
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c'est-à-dire que les deux sous-normales sont égales; si donc 
la courbe C est une parabole ayant Ox pour axe, la courbe G^ 
sera également une parabole ayant même axe. 

27. Onzième transformation, — La courbe Q est la podaire 
de la courbe G par rapport au point 0; en d'autres termes OM^ 
est la perpendiculaire abaissée du point sur MT. 

On sait, que dans ce cas, la normale M^N^ passe par le milieu 
de OM. <]!ette transformation ne conduit donc pas non plus à la 
détermination du point w. 

28. Douzième transformation. — Le point M^ est le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point sur MN, c'est-à-dire 
que la courbe G^ est la podaire de la développée de la courbe 
G, par rapport au point 0. Dès lors, la parallèle à MN, menée 
par le point coupant M^Nj au point A, on aura le point w en 
abaissant du point A, sur MN, la perpendiculaire Acd. 

29. Treizième transformation. — On porte, sur la tangente, 
une longueur constante MM^ . 

D'après le GoroUaire II de la formule (7), on voit que la 
normale M^N^ passe par le point w. 
La construction indiquée ici est, sans doute, la plus simple. 

30. Quatorzième transform^ation. — On porte sur la normale 
une longueur constante MM^. 

D'après le GoroUaire I de la formule (7), la normale M^N^ se 
confond avec MN; elle ne peut donc pas servir à la détermina- 
tion du point (0. 

31 é Quinzièine transformation. — Porter sur la taogente, à 
partir de Oœ, une longueur constante TM^. 

D'après le GoroUaire I de la formule (7), la normale M^Ni, et la 
perpendiculaire élevée à Oaj, par le point T, se coupent sur MN; 
le point o) n'intervient donc pas encore dans cotte transfor» 
mation. 

32. Seizième transformation. — Porter sur la normale, à par* 
tir de Oœ, une longueur constante NM^. 



] 
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Toujours d'après le même Corollaire, la normale M^N, et la 
perpendiculaire élevée à Oa; par le point N, se coupent en A, sur 
la normale à la développée de la courbe C. 

Le point w s'obtiendra donc en abaissant du point A, sur MK^, 
la perpendiculaire Aw. 

33. — On pourrait multiplier ces transformations à Tinfini; 
nous nous bornons aux précédentes parce que ce sont celles 
qui ont été envisagées par M. Laisant; mais le lecteur pourra 
en imaginer autant qu'il voudra et les traiter, à titre d'exer- 
cices, par la méthode précédente; son application est toujours 
aussi facile et aussi rapide. 



THÉORÈMES SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 

Par M. Aa§f. Poulain* 

{Suite, -voir p. 99.) 



11. — Deuxième cas : Equation du quatrième degré. — Soit 

(H) f(x) =: ttoX* + 4aiX' + 6a,a?* -h ^a^x -\- a^ = o. 

Supposons d'abord que la série quadratique ne présente que 
deux variations. Je dis qu'il y a au moins deux racines ima- 
ginaires. 

En effet, si on a 

af — aoOa < o, ou a^ — a^a^ < o, 

l'équation dérivée, qui est 

(12) - r(x) ^ aocc* + 3a^x^ + 3a^x + 03 = 0, 
4 
a précisément pour éléments quadratiques les mêmes binômes 

(8), el, dès lors, a deux racines imaginaires. Donc (11) a, au 
moinSf deux racines imaginaires. 

Si le binôme négatif était le troisième a§ — a^^a^, on consi- 
dérerait, comme ci-dessus, l'équation aux inverses* 
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12. — Supposons maintenant que la série quadratique ait 
quatre variations; les signes sont, alors, ainsi répartis ; 

(13) al, al — a^a^, a| - a^a^, a| — a^a^, a^. 

+ — + — + 

Je dis qu'il y a quatre racines imaginaires. 

Cette proposition ne peut plus se démontrer par le Théorème 
de Rolle, c'est-à-dire à l'aide de la dérivée, car celle-ci étant 
du troisième degré possède seulement deux racines imagi- 
naires et elle n'en indique alors aussi que deux dans f{x). 
Nous recourrons à l'identité suivante (*) : 

(14) a/{x) = (oicc* -\- 2a^x + a^)^ — (af — aoa,)aî* 

-h 2 {al — aia3)a;*— (a| — a^ûi) 
Or, en vertu des hypothèses, le second membre a tous ses 
termes positifs, quel que soit x. Donc f{x) ne peut s'annuler. 

13. Troisième cas : Équation du cinquième degré. — La 
considération de la dérivée permet, comme ci-dessus, de 
démontrer le théorème. 

Pour l'équation de degré m, cette même méthode permet 
d'y découvrir quatre racines imaginaires, pourvu que les 
quatre variations delà série quadratique soient consécutives; 
Car alors une des dérivées de f{x,y) = o est un polynôme du 
quatrième degré, de la forme (11), et offrant quatre variations 
dans sa série quadratique. 

Pour établir un théorème plus complet, il faudrait pouvoir 
généraliser la formule (14). 

14. — Si, dans l'équation du quatrième degré (11), le 
binôme du milieu, of — a^a^ est négatif, la règle de Newton 
ne révèle que deux racines imaginaires. Il y a deux cas où, 
par un raisonnement direct, on en peut trouver davantage. 

1<^ Si on a a? — a^a^ < o, l'identité (14) montre que f(x) sera 
toujours positif, si le trinôme bicarré ne change pas de signe, 



(*) Nous Pavons trouvée par une méthode régulière, mais qu'il serait 
trop long d'exposer ici. Si, dans f(x)y les coefficients binomiaux n'étaient 
pas mis en évidence, on aurait une autre identité qui se déduirait facile- 
ment de celle-ci, en posant 4aj = A,, etc. 
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c'est-à-dire si 

(15) (a| - a^a,)» < {a\ - a^a,){al - a^a,), 
2« Si Ton a 

4 4 

(16) 3 ^1 "" ^o^a ^ ^' i ^^ "■ ^*^* ^ ^' 

f'(x) ne changera pas de signe. Car 

(17) f{x)=x\a^x'^+^a^x-^'ia^+{'ia^x'^^^a^x+a^. 

Les inégalités (16) expriment que les deux trinômes de (17) 
gardent toujours le même signe et que ce signe est +, car do 
est positif et a, est de même signe. Donc... 

Ces résultats entraînent des conséquences analogues pour 
l'équation du cinquième degré, si l'on considère la dérivée, 

16- — On peut se demander ce qui arrive quand un ou 
plusieurs Jbinômes quadratiques sont nuls. Newton n'a pas 
indiqué de règle à ce sujet, bien que ce cas se soit forcément 
présenté à lui. Cela confirme l'idée que Newton ne possédait 
pas la démonstration générale de son théorème. 

La question est controversée. Il existe quatre réponses : 

1® On peut faire abstraction des termes ambigus, de même 
qu'en appliquant le théorème de Descartes, on fait abstraction 
des coeflScients nuls. Cette méthode est exacte, mais elle n'est 
pas avantageuse ; 

.2<*Les rédacteurs de TAlgèbre de Maclaurin attribuent le 
signe — à tous les termes ambigus. M. de Jonquières a 
prouvé (*) que cette règle est quelquefois fausse; 

(*) Loc. cit. 

3® Ce dernier Géomètre prouve qu'on peut toujours mettre 
le signe -h. Mais c'est, parfois, peu avantageux. 

16. — 4° Enfin, la dernière règle consiste à donner aux tei'mes 
ambigus les signes propres à produire le plus grand nombre possible 
de variations. Cette règle n'a passé pour fausse que parce qu'on 
a oublié, jusqu'ici, d'y mettre la restriction suivante : Si l équa- 
tion a des racines égales, il peut arriver que certaines de ces racines 
soient assimilées à des imaginaires etcomptéesaveccellesci. 

17. — Il nous paraît probable qu'il existe même une res- 
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Iriction plus étroite et qu'il y a seulement deux cas excep- 
tionnels, parmi ceux oli il existe des racines égales; c'est: 
1® quand f{x) = a^{x — a)"*; 2*» quand f{x) = o a plusieurs 
racines nulles. 

Il est facile d'abord de montrer que, dans ces deux cas, il y 
a une suite de binômes ambigus; dès lors, notre règle n'est 
acceptable que si on regarde ici les racines égales comme 
comptant pour des imaginaires. Ou encore, nous trouvons le 
nombre des imaginaires qui existeraient si le terme constant 
varie d'une quantité infiniment petite ±. e. Dans ce cas (19), 
la règle de Newton s'appliquerait rigoureusement, comme 
nous allons le voir, car il n'y a plus de racines égales. En 
eflet, la considération d'une courbe qui se meut, parallèle- 
ment aux ordonnées, montre que ces racines égales ont dis- 
paru. 

18. — Dans le cas du quatrième degré (et, par suite, du 
cinquième), il est facile de vérifier notre restriction la plus 
étroite, c'est-à-dire de prouver que les seuls cas exceptionnels 
pour les binômes ambigus sont ceux où le premier membre est : 

soit ao(^ — «)*> soit (p (aï). a:^. 

En effet, si Ton n'a pas la seconde forme, f{x) = o a réelle- 
ment une équation aux inverses qui est au moins du deuxième 
degré. Donc on peut reprendre tous les raisonnements tirés 
du Théorème de Rolle, lesquels ont supposé l'existence de 
cette équation aux inverses. 

Si, de plus, f{x) n'est pas de la première forme, ao(^ ~~ ^Y^ 
ces mêmes raisonnements n'ont aucune exception. En effet les 
trois binômes quadratiques ne peuvent être nuls à la fois (voir 
le cas analogue pour le troisième degré, ti9 10). Supposons 
donc que deux seulement le soient, par exemple, a\ — a^^a^ = o , 
a| — a^o, = o. Nous avons vu (10) que le premier membre 
de f\x) est le cube d'un binôme a; — a. a ne peut être racine 
de f{x), sans quoi ce serait forcément une racine quadruple, 
ce qui est contre l'hypothèse. Dès lors, d'après le corollaire 
du théorème de Rolle, f{x) = o a au moins deux racines ima- 
ginaires et, si le dernier binôme est négatif, l'identité (14) en 
révèle quatre. La règle est donc vérifiée. 
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Si les deux binômes nuls étaient les deux extrêmes, la 
démonstration serait identique à celle du n® 12. 

10. — Pour le degré m, démontrons notre règle. Mais alors 
il faut nous contenter de la restriction la moins étroite. La 
raison en est que notre démonstration s'applique à bien d'au- 
tres critériums que ceux de Newton. Mais cette généralité 
même est un inconvénient. Elle nous empêche de trouver 
l'énoncé très restreint, propre aux critériums qui nous oc- 
cupent. 

Supposons que les binômes ambigus commencent aa pre- 
mier. Ce serait le même raisonnement pour le cas contraire. 
Je dis d'abord que, par un accroissement infiniment petit 
donné à certains coefficients, je puis amener les binômes 
quadratiques à présenter les signes alternatifs — i ... 

Ajoutons e à a,, le binôme a\ — a^a^, qui était nul, devient 
négatif. En même temps les deux suivants, af — Oiflj, ai — a^a^ 

prennent les signes h , s'ils étaient nuls. Sinon ils gardent 

leurs signes puisque la variation est infiniment petite. Si les 
binômes suivants sont nuls aussi, on opère sur le quatrième, 
aî — ûjag, comme sur le premier; et ainsi de suite. 

Cela posé, la nouvelle équation /i(x) = o, n'a plus de termes 
ambigus. La règle de Newton lui attribue rigoureusement un 
certain nombre 2K de racines imaginaires. Or, la partie ima- 
ginaire de ces racines ne tend pas vers zéro, en même temps 
que e, g',. . . ; car, sans cela, à la limile, on aurait des racines 
égales, ce qui est contre l'hypothèse. A la limite, on a donc 

encore 2K racines imaginaires. Donc. . . 

(A suivre,) 



GEOMETRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M. Emile Vig^arié. 

(Suite, voir p. 102.) 



60. Point de Gergonne (r). —Les droites qui joignent 
les sommets du triangle aux points de contact du cercle inscrit 
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avec les côtés opposés concourent en un même point. Ce 
point que nous désignerons par la lettre F est appelé Point 
de Gergonne (*). C'est par conséquent le réciproque du point 
de Nagel. Ses coordonnées barycentriques sont donc propor- 
tionnelles à : 

I I I 

> -,♦ ; 

p — a p — p — c 

ou à : tg-A, tg -B, tg -C. 

3 ° 2 ^2 

61. Points adjoints des points de Nagel et de 
Gergonne. — Soient (a, p, y) l®s points de contact du cercle 
inscrit avec les côtés et (««, Pa, y«)> {*b, Pt, yt), («c, Pc Ye) les 
points de contact des cercles ex-inscrits avec les côtés. 

Les droites Aaa, Bpc, G^b concourent en un point v«; 

— Aac, Bpb, Cya — — v^; 

— Attb, BPa, Cyc — — %] 

Les points v«, Vp, v^ forment le groupe de Nagel, ils sont algé- 
briquement associés par rapport au triangle anticomplémen- 
taire de ABC : Nous dirons qu'ils sont adjoints au point de 
NageL 

Le groupe de Nagel a pour coordonnées barycentriques. 

V : p — a, jp — 6, p — c; ou 

^^' — p, />— c, p — 6; ou —cotg-A, 



cotg-A, 

2 


cotg-B, 

2 


cotg-C; 

2 


cotg -A, 

2 


%->. 


tg^^C; 


tg^A,. 


— cotg- B, 

2 


1g;G; 


tg^^A, 


tgiB, 


— cotg-C. 



vp.-p-c, —p,p — a; ou 

v^:p — 6, p — a, — p; ou 
On voit que les points v, v„, Vp, v.^ sontles centres des cercles 

(*) D'une manière générale, le point de Gergonne correspondant à une 
conique inscrite au triangle, s'obtient en joignant les sommets du triangle 
aux points de contact de la conique avec les côtés. 

On peut consulter sur le point de Gergonne : 

G. de Longchamps. — J. E, Question 9^y 1885, p. 92. — Géométrie de la 
règle (/. E. 1885 pp. 252-255). 

E. Vigarié. — Sur les points complémentaires (Af. 1887, pp. 57-62). 
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tangents aux trois côtés du triangle anticomplémentaire do 
ABC et que les deux groupes (v, v^, v^, v^), (I, la, Ib, le) sont 
homothétiques par rapport au centre de gravité G. 

De même : 

Les droites Aaa, Bpa. Gya concourent en un point P.; 

— Aab, Bgb, Gyb — — Tp; 

— Aac, Bpc, Cyc — — r^. 

Les points P^, P^, P^ sont les adjoints du point de Gergonne. 
Les coordonnées barycentriques du groupe de Gergonne sont 
proportionnelles à : 

P; T — , 7 ' r ; ou tg-A, tg-B, tg-C; 

P«: r — y 7 — » r — ; ou cotg-A, cotg-B,cotg-C: 

a-hô + c — a— 6-i-c —a-hb—c ^2 ®2 ^2 ' 

Pg: r — > r 9 7 — ; OU cotg-A, — tg-B, cotff-G; 

^ -a-ft+c a-hb-hc a-b-c' ^2 ^2 ^2 ' 

r- T— % 7 — » 7 ; ou -tg-A, cotg-B, -tg-C. 

^ — a-h6— c a — b—c a-hb-hc ^2 ^2 ^2 

Les points P«, F^, P^ sont donc les réciproques des points v„, 
Vp,v^. La définition des points de Gergonne et de Nagel montre 
que : 

v„ est sur Aa, v^ est sur Bp, v^ est sur Cy ; 

P, — Aaa, Tp — Bp6, r^ — Cyc * 

Donc : l® Le triangle ABC est homologique avec le triangle 
des adjoints du point de Nagel, le centre d'homologie étant le 
point de Gergonne. 

2*^ Le triangle ABC est homologique avec le triangle des 
adjoints du point de Gergonne, le centre d'homologie étant le 
point de Nagel. 

• De même : ABC est homologique avec chacun des triangles 
vvaVp, Vvvva, vpVaV, PPyPp, fY^Ta, PpPaP los ceutros d'homologio 
sont respectivement Pa, Pp, T^, v», vp, v^ (*). 



(*] Voir sur les groupes de Nagel et de Gergonne : 

E. V16AR1É. — Sur les points complémentaires (il/. 1887.) 

JOURNAL DE UATH. SPEG. — 1883. 
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62. — Point réciproque du centre du cercle 
inscrit (lo) (*). 
Ce point dont Jes distances aux côtés sont: 

2S abc I sj _ ^^ ^^^ ^ 

" " aè -h 6c 4- ca a* ' ab -h bc -h ca b** ' 

_ 2S abc I 

^ ~ ab -\- bc -{- ca c* 
a ses «oordondées barycentriques inversement proportion- 
nelles aux côtés du triangle, 

Le point réciproque du centre du cercle inscrit est à Tinter 
section des droites isotomiques des bissectrices intérieures du 
triangle. Si Ton prenait le point isotomique du pied d'une 
bissectrice extérieure, et les points isotomiques des bissec- 
trices intérieures issues des deux autres sommets, les droites 
obtenues en joignant ces points aux sommets opposés du 
triangle se couperaient à un des points algébriquement associés 
au point Iq. Ce point jouit des propriétés suivantes : 

i^, — Si, par le point réciproque de l'un des centres des 
cercles tangents aux trois côtés du triangle, on mène des 
parallèles aux trois côtés, la longueur que deux de ces pa- 
rallèles interceptent sur le troisième côté est la même pour 
les trois côtés. La longueur de ce segment, pour le point Iq, est 

7— Qfe 

2(a6 + bc + ca) 

Cette proposition, ainsi que plusieurs autres données par 
M. Lemoine (S. M. loc. cit.), est un cas particulier de la propo- 
sition suivante due au même Géomètre. 

Si <p(£c, y, Zy a?!, j/^, z^, Xj, t/j, z^, ?, yj, Ç) est une fonction de 
degré n des diverses quantités qui entrent dans la parenthèse, 
le lieu des points 0, pour lesquels on a cp — o, sera en général 
une courbe du n™® degré. 

2<* Si Ton prend les points inverses du point lo et de ses 

(*) Ce point a été étudié par M. d'Ocagne, qui lui avait donné le nom 
de point de concours des antibissectrices. Voir, sur ce point : 

D'Ocagne. — Étude sur une ligne remarquable du triangle. Antibissec- 
trice. (/. E. 1880, pp. 158-164). 

E, Lemoine. — Quelques propriétés des parallèles et antiparallèles aux 
côtés d'un triangle (S. M. 1884, t. XII § 16). 
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points algébriquement associés, la ligne qui joint l'un d'eux 
à un sommet, divise le côté opposé en deux segments propor- 
tionnels aux cubes des côtés adjacents. 

3® On prend un point M à l'intérieur d'un triangle ABC, et 
sur les triangles MAB, MBG, MCA on construit les prismes 
ayant des hauteurs proportionnelles à AB, BG, CA. Le point M 
tel que ces trois prismes soient équivalents est le point I©. 

(A suivre.) 



APPLICATION 

d'un THEOREME d'aLGEBRE ÉLÉMENTAIRE A QUELQUES 
QUESTIONS DE GEOMETRIE ANALYTIQUE 

Par M. Etienne Pomey. 

{Suite et fin, voir p. 104.) 



La relation trouvée à la fin du § 3 peut s'obtenir par des 
procédés très divers; nous exposerons, en terminant, deux 
méthodes conduisant très simplement à la formule en 
question. 

1® Conservons les notations que nous avons employées 
dans le précédent article (*). Nous avons vu qu'en transportant 
les axes de coordonnées, parallèlement à eux-mêmes, au centre 
de la conique, les équations de celle-ci peuvent s'écrire 

(1) Ix '\- my -h nz = o, 

(2) ^{x, y, z) -h-^ = o. 

Pour qu'un point a?, t/, z de cette conique soit un sommet, 
il faut et il suffit que la tangente en ce point représentée par 

IX H- mY -+- nZ = o, 

9^^ + 9^Y + (p',Z + -^ = o » 
(*) Voyez Journal^ p. 104. 
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soit perpendiculaire au diamètre passant par ce point et dont 

les équations sont 

X Y Z 

^mmm ^^^ ^^m ^Z^Z "" • 

X y Z 
On a donc 

(3) x(m(pl — ncpy) + î/(ncpL — ^y) + ^(hy — ^^x) = o. 
Désignons par X le carré du demi-axe relatif au sommet 

Xy y, z. On a 

(4) as* 4- y» + <z* = X. 

L'équation en X, ayant pour racines les carrés des longueurs 
demi-axes, s'obtiendra en éliminant x, y, z entre les équa- 
tions (i), (2), (3), (4). 

Des équations (1) et (3) on tire 

y{y<fx-X(fy)-z{x<f,-3^'^) _ z{z(fy-y(f[)-x{y:f'^-x^y) 



(5) 



/ m 



n 
Lo numérateur du premier de ces rapports peut s'écrire 

(x» 4- j/« + -ar*)<px - aî(xcpx + y^y + -tD» 
c'est-à-dire, en vertu du théorème des fonctions homogènes 
et en tenant compte des relations (2) et (4), 

^•?« H — : — X. 
Les numérateurs des deux autres rapports sont, de même : 

Les équations (5) deviennent donc 

Xcp, + 2 — X X9j^ + 2 — ?/ X(p, + 2 — ;5 

l m n 

ou, en désignant par — 2(x la valeur commune de ces rapports, 
après les avoir divisés par X, 

,,/'+Vx'' ^""^'v^ 'p'-^Vx^ 

(^^ i = m = n = - ^^' 

Il reste à éliminer a?, y, z, {a entre les équations (1) et (6). 
Ces relations, sous la forme explicite, s'écrivent; 
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(H \ 
A + ^jx + Wy + B'^ +/(/. = o, 
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Wx 4- ^A' + T-~)y + Bj3 + m[jL = o, 

B'rc + Bj/ + (a" + ^z 4- rî(x = o, 

/a; 4- mj/ + nz = o. 
L'équ ation cherchée est donc 



0) 



A + 



B' 



11 



B» 



A' + 



5i 

AjX 



B' 



B 



B' 



6 



m 



A" + 



n 



li 

AiX 



/ 

m 

n 
o 



= o, 



C'est le résultat connu, précédemment prouvé. 

2® On peut obtenir plus rapidement encore, Téquation cher- 
chée, en exprimant que, par la tangente à la conique au 
point a?, y, z, on peut mener un plan perpendiculaire au dia- 
mètre qui passe par ce point. 

L'équation d'un plan mené par la tangente au point a?, y, z 
a pour équation 

Xcp; + Ycp; + Zcp; + 2 5-* + 2(iL(/x + my -h nz) = o. 

Pour que ce plansoitperpendiculaire au diamètre représentépar 

X Y X 

— = —=—? il faut et il suffit que Ton ait 
X y z 

cp^ + 2l\k 9J^ + 2m(JL ©', + 271]), 

X y Z 

De ces égalités, par une transformation connue, on déduit 
le rapport 

^?L + y^'y + ^ii + 2|x(te 4- my 4- njs) 
ic* 4- y* 4- z^ 

qui,' en vertu de (1), (2), (4), se réduit à — 



211, 



Ce rapport 
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étant égal à chacun des précédents, on a 

<p'^ + 2/(x 9y + 2mfj- __ ?L + 2n|/. ^ 2H1 
X y z AjX 

Ces équations sont identiques aux équations (6), et, par con- 
séquent, comme celles-ci, conduisent à l'équation cherchée (7), 

EXERCICES ÉCRITS 



11. — On donne deux diamètres conjugués mm', nn' d'une 
ellipse. On prend les points de contact de cette courbe avec les 
tangentes perpendiculaires à nn\ 

l^ Trouver le lieu de ces points de contact, lorsqu'on fait 
varier l'ellipse de façon qu'elle passe toujours par m et m' et 
que le diamètre conjugué de mm' soit de longueur constante. 

2** Quelle est l'enveloppe de toutes ces ellipses? 

3° nn' rencontre les tangentes qui lui sont perpendiculaires 
en deux points dont on demande le lieu géométrique {*). 

(Mannheim,) 

Note sur l'exercice 10. 

L'équation générale des paraboles considérées P est 

(1) {y-lx± &)« _ ^ (Xi/ 4- a?) =0; 

(I, b désignant deux constantes données ; X étant un paramètre variable 
On a donc un double réseau de paraboles, en adoptant, successivement, 
le signe -f- ou le signe — . 
2° Si Ton pose 

L'équation (1) devient - 

(2) R2 - 4aQ = o, 
et la polaire de Torigine est représentée par 

(3) 6R + 2aQ = o. 

Les égalités (2) et (3) donnent, par combinaison, 

(4) R z= o, (5) R + 26 = o. 

A la première correspond le sommet de la parabole, point qui décrit 
un cercle; l'équation (5) donne un diamètre passant par le point I dont 
on cherche le lieu géométrique. 

Pour avoir ce lieu, il reste à éliminer X entre les équations 

(6) y — Ix -h b = o, 

20, 

(7) y ^\x — b + —[\y + x)=o. 



[*) Le lieu des foj'ers et le lieu des sommets de ces ellipses, ont fait 
l'objet de la question 113 (v. Journal, 1887; p. 231). 
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On trouve ainsi (y + b)[ay — b^) + oa;' = o. 

Le lieu est un cercle, etc. 

3» Pour déterminer le lieu des foyers F, on peut observer que le point F 
appartient : 1« à Taxe de P, droite dont l'équation est 

(8) y — \x — b = o ] 
2* à la perpendiculaire élevée en 0, à 01. 

Les équations (6) et (7) donnent, par combinaison, 

aily -hx) — b^X = o, 
puis Xylb + o) + x{a — 6X*) = o. 

Cette dernière égalité représente 01. On peut aussi, très facilement, 
obtenir 01 en prenant le faisceau des tangentes issues, de 0, à P. 

Ainsi Téquatson de OF est 

(9) X(6 -H a)x — y[a — 6X") = o. 

Pour obtenir le lieu de F, on peut éliminer X entre ^8) et (9) ; on trouve 

(10) ^. = M^ZIL; 

' b -ha— 2/ ' 

On peut aussi résoudre (8} et (9) par rapport à x et ^, ce qui donne 
.... o — 6X« 6 + a 

(11) ^ = MrT^' ^ = rrxi- 

On construit facilement la cubique unicursale, lieu do F ; soit avec 
l'équation (10) ; soit avec les formules (11). 

4«' Pour avoir la directrice de P on prendra la polaire de F ; on peut 
aussi observer que cette directrice passe par le symétrique do F, relative- 
ment à O. Un calcul simple conduit alors à Téquation 

X*«/ -H Xa; -h a = o. 
L'enveloppe demandée est donc la ^ ai aboie représentée par Téquation 

ic* — kay = o. 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



20. — Construire la courbe G qui correspond à l'équation 

y = a ' («> 0; 
déterminer, en particulier, la tangente à C, à l'origine. 

Cette courbe afifecte la forme indiquée par la figure 1. Pour déterminer 
la tangente à l'origine, on observe que 

haV =^ ' 

X 

(1) La- = X-^ -LaX. 

X X 

Posons z = - -{- LaXj X =- \ 

X A. 

nous avons alors 

LaX 



z 



/ LaX\ 
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Lorsque x tend vers zéro, par des yaleurs positires, z augmente indé- 
finiment et par des Talems positiTes. Noos déduisons de là 

y 
Lim .La - = — « ; 



et) par suite, 



Lim. - = o. 

X 



La courbe passe donc par Torigine, tangentiellement à Ox, La formule (1), 



lorsqu^on suppose que x tend vers + oc, prouve encore que lim. - = 

X 



30 



la branche OA tourne donc sa concavité vers Taxe Oy. 

21 . — Étudier les yariations de la 
I Wm fonction y, 




7 



FUj, i. 



On trouve que la dérivée est toujours posi- 
tive; y est une fonction crois-sante quand x 
varie de — oo à + oc. La courbe correspondante 
admet la forme générale représentée par la 
figure (2). 



22. 



Étudier les variatious de la fonction 

X 



I + c 



Cette question se trouve traitée dans le Manuel des Candidats à l'École 
Polytechnique f de M. Catalan (p. 498] . La courbe se compose de deux bias 
partant de rorigine ; Tun de ces bras est tangent à ox ; Taulre est tangent 
à la bissectrice de Tangle opposé à yox. On vérifiera que les deux bras en 
question sont asymptotes à la droite représentée par Téquation 

42/ — 20? + I = o. 

23. — Étudier les variations des fonctions : 




Fig. 3. 



y = 



Lx 

— > 

X 

T4l 



V =^ e =^' , 




Fig. 4, 



y =-- xLx, 

t +x 
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On vérifiera que les courbes qui correspondent à ces équations ont, 

respectivement, la forme générale indiquée parles figures (3), (4), (5), (6). 

Dans le cas de la figure (4), on demandait Taire du segment 0A6. On a 

aire OAB = / xLxdx 




Fig. 5. 




Fig, 6. 



Appliquons la méthode d'intégration par partiob, nous avons 

r^ . wx ^*, r xdx x'^ X* 

aire OAB = -La; — / j. k = -La;— --h K. 

2 Jq 2 24 

On trouve K = o et, finalement, 



aire OAB = 

4 



QUESTIONS RÉSOLUES 



1. — Trouver, direclementy la somme Sp des puissances p des 
racines dune équation. 



Les formules de Newton donnaDt 

A0O1 H" A| 

AoS, 4- AiSi + 2Aj 

AoSj 4- A^S, -h AiSj -I- 3A, 



= o, 

= o, 
-- o. 



AoSp_i H- . . . H- (p — l)Ap_i — o, 

AjSp-i + . . . + pAp -h A^Sp = o. 
Eliminons S^, S,, . . . Sp.i et nous aurons, pour déterminer 
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Sp, réquation 


A, 
Ao Al 


Al 
2 A, 










s. 


o. 


On CB 


i dédaj 


Aq A) ... (p— i 

il 

Ao Aj 
Ao Al 2A, 


ijAp-t 

+ r- I )''Ai 


= 0. 




Aj i 
A. . 


\i . . . (p_i)Ap_i 

■Xji • . . P^P 


' \ / ■ /• 





Le poids des termes qu'on obtient en développant le déter- 
minant 8 qui entre dans cette formule est constant* On peut 
le voir, a priori, en observant qu'en multipliant les racines 
de réquation proposée par un certain facteur 0, les coefficients 
Ao, Al, A,. . . sont multipliés respectivement par X% XS X*. . . 
OrSpest muliiplié en même temps par Xp; par conséquent 
tous les termes de S doivent avoir un poids égal à p. 

On peut le vérifier par un calcul direct. 

Multiplions les lignes de 8, en descendant, respectivement 
par : V, X*, ... X^; 

puis divisons les colonnes en allant de droite à gauche, res- 
pectivement par 

X^ XS ... XP-* 

On voit que, après cette double opération, un élément A« 
de 8 se trouve remplacé par X«Aa. Or, finalement, 8 a été 
multiplié par 



Plp-H) 
X 2 

p(p-l) 

X-2— 



= X' 



De cette remarque, on conclut encore que tous les termes 
de 8 sont d'un poids égal à p. 

2. — Démontrer que V équation f == o : 

I— X 2 — X 3 — X 






a ses racines réelles 



2 — X 

3 - X 



4 — X 

5 - X 



5 - X 
3 — 2r 
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Voici d'abord une solution algébrique. On soustrait succes- 
sivement la première colonne de la deuxième, puis de la troi- 
sième ; et Ton a 






ou 






I — a; 


I 


2 


2 — X 


2 


3 


3 — X 


3 


— X 


— X 


î 


2 


— X 


2 


3 


I — X 


2 


— X 



L'équation proposée ^st du second degré. En substituant 
Too , après avoir divisé par x lapremière et la troisième colonne, 
on trouve 



= 3. 





— I 


ï 


O 




— I 


o 

^ 


O 




— I 


2 


— I 


En faisant a? = o, on trouve 








o 


I 


2 




o 


2 


3 




I 


2 


o 






Il y a donc une racine positive et une racine négative. 
Voici une seconde solution. 

Prenons le cas général, et considérons le déterminant symé- 
trique : 

a + aX 6" 4- fl V -f- f^'X 

A= 6' + P'X a' -h a'X b + pi =o, 

6'+P'a b -h pi a -¥ a'X 

On peut envisager A comme le discriminant de la forme 

(a + ^\)x^ -h (a' + a'X)i/2 + {a" -f- a''X)3* 

+ 2(6 -h pX)t/j8 + 2(6' + p'X)2.x -h 2(6" H- p''X)aîy. 

En considérant les deux coniques U, V 

(U) ax» + a'.v* -h a^'is' H- 26yjs + 26'j3a5 + 2b'*xy — o, 
(V) ax* + a'y* + a'z* + 2Sy5 H- 2p'sa; + 2p''xy = o, 
on voit que A = o n*est autre chose que Téquation en X, corres- 
pondant à ces deux coniques. 

S'il arrive que, dans un cas numérique proposé, on puisse 
apercevoir directement comment se coupent ces deux coniques, 
on sera, par cela même,fixé sur la réalité des racines de l'équa- 
tion proposée, et Ton pourra dire si elle possède une ou trois 
racines réelles. 
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On observera sans doute qu'une pareille méthode consti- 
tue un cercle vicieux, au point de vue pédagogique, puisque 
réquation en X a précisément pour rôle principal de décou- 
vrir la nature des points communs à deux coniques. Mais on 
peut se placer dans certains cas favorables, de façon que la 
méthode précédente (vicieuse à un certainpoint de vue), puisse 
s'appliquer, sans contestation. Il suffit, pour citer Tun de 
ces cas, que Tune des coniques considérées plus haut soit 
imaginaire; alors Téquation en X a ses trois racines réelles. 

Ainsi, dans l'exemple numérique trjiité plus haut, Y a pour 
équation 

X^ -h y* -\- 2>S" 4- 2Xy -f- 2ZX -4- 2xy = o, 

ou (x* -f- y 4- zy -h a» = o. 

Cette équation n'admet, évidemment, aucune solution 
réelle ; l'équalion en X, qui correspond à V et à une autre coni- 
que U, quelconque d'ailleurs, a donc ses trois racines réelles. 
Comme on le voit, on peut facilement trouver des exemples, 
auxquels s'applique la méthode que nous avons employée. 

3. — Un cono'ide, dans un système d*axes rectangulaires, 
a pour base Fellipse représentée par 

^ y* z* 

^ = ^' b«^c«"' = ^- 
Soient Oz Vaxe de ce cono'ide, yOx son plan directeur ; trouver 
le volume Y de ce corps limité par Oz, yOx et Vellipse de base. 

Coupons la surface, dont l'équalion esl ^^ 4- — — i = o, 

X c 

par le plan P représenté para; = t. Nous obtenons une ellipse, 
dont les axes sont— >c. La différenlielle du volume Y, cor- 

n 

respondant au plan P, est 

,cr I bc , 
dV = -iz-tdt, 
2 h 

On a donc 

Tzhbc 



1 bc r^ . 
Y = -7c^ / tdt = 

2 h J^ 
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QUESTION 174 (*) 



On considère un cercle A, de centre 0, rapporté à deux diamètres 
rectangulaires : sur OX on prend un point fixe P, et par P on 
mène une transversale mobile qui coupe A aux points ketB. On 
propose de trouver le lieu décrit par le point I centre des hauteurs 
du triangle ABO. 

Ce lieu est une cubique V, unicursale, passant par les ombilics 
du plan. 

En posant OP = d e/ en désignant par R le rayon du cercle A, 
on examinera les deux caa particuliers. 

d^R, d=.V2. 

On trouve dans le premier* cas unestropho'ide, et dans le second une 
cisso'ide : expliquer ces rés ultatspardes considérations géométriques . 

Revenant au cas général et observant que I et le pôle de ÂB 
sont deux points symétriques par rapport à AB, on propose de 
construire la tangente à F au point I en s' appuyant sur les pro- 
priétés des transversales réciproques. 

En posant (fig. 1) 
01 = p, lOP = 0), OA = R, 
d R 



OP = d, OAB = (p, 



on a 



sm p cos 0) 

OK = p sin (p = — R cos 29. 
Ces égalités donnent 

p = 2 a cos (O ; ■ • 

^ d cos (o 

Cette relation prouve que la 
courbe, lieu du point I, est uni- 
cursale; elle est représeniée, en fig, /. 
coordonnées cartésiennes, par l'équation 

.(*) (x^ + y^)(dx + R«) - 2d^x^ = o. 




(•) Nous résumons, dans la rédaction qui suil, les solutions qui nous ont 
e'té adressées pour celte question, par M. l'abbé H. Ropert, professeur au 
petit séminaire de Guérande; Balitrand, élôve au lycée de Nismes; 
Gh. Martin, élève au lycée Louis le Grand. 
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Si d = R (fig. 3), le lieu est une strophoïde. En effet, le 
triangle OGI est isocèle, pour des raisons évidentes. 

Si d = —= » réquation (1) devient 
v/2 

x{x* -h j/*) + Rv/2t/* = o; 

la courbe correspondante est une cissoïde. 

Pour expliquer ce résultat, faisons passer, par le point 0, une 

circonférence dont le rayon soit — — , ayant son centre sur 

Taxe OXj du côté des x négatifs ; puis, menons la tangente DE 

^ E 





Fig. '^. Fig. S. 

perpendiculaire à Ox (fig. 3). La ligne 01 coupe ce cercle et 
cette tangente aux deux points E et H; il est facile de voir 
que EH = 01. 
On a d'abord 

EH = OE - OH == -?5_ _ OD sin a = Ry/â ^^. 

sin a sin a 

D'autre part, l'équation (A), quand on y remplace lo par 
90 H- a et d par —= > donne 

m T) /- • B,\/2 __ /-COS^a 

ô = 01 = — Rv/2 Sin a + -^ — = Rv/2 —. • 

sm a sin a 

Ainsi^ 01 = EH; le lieu de I est donc bien, dans ce cas, 
une cissoïde. 

4® Revenons au cas général. Le point I et le pôle de AB 
sont symétriques par rapport à AB ; car, si Ton mène les tan- 
gentes en A et en B, le point 0, où ces tangentes se coupent, 
est le pôle de AB; et la figure IBGA est uq losange (fig 4). 
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Le lieu des points G, pôles des droites PAB, est comme on sait, 
une droite A, polaire de P. D'ail- 
leurs, si Ton prolonge OK d'une 
longueur KR = OK, le lieu de 
R est une circonférence F décrite 
de P commecentre, avec POpour 
rayon; la tangente à cette cir- 
conférence, en ce point R, est 
donc une droite RD perpendi 
culaire à PR. 

Les points I et G étant isoto- 
miques sur le segment OR, le 
principe connu de transversales "^ 

réciproques prouve que la tan- Fig- ^. 

gente en I passe par le point D' symétrique de D par rapport 
àR. 

On voit, par cesconsidérations(*), que le lieu du point I cor- 
respond à la définition géométrique suivante : menons, par 0, 
une droite qui rencontre la droite A et le cercle F en G et R ; 
prenons 01 = GR : le point I décrit le lieu cherché. 

On retrouve ainsi le mode de génération normal des cubi- 
ques unicursales circulaires, indiqué par M. de Longchamps 
(Journal de Math, spéc, 1886, p. 184). 




QUESTIONS PROPOSÉES 



246. — Deux sommets, A, B d'un triangle ABC sont fixes ; 
le troisième parcourt une droite non située dans un même 
plan avec AB. On ramène toutes les positions du triangle dans 
un même plan, par des rotations autour de la base AB. Le 
lieu de G est alors une hyperbole ; déterminer le centre, les 
axes et les asymptotes de cette courbe. 

(J. Neuberg.) 



(*) Cette remarque est de M. Balitrand. 
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247. — Soit r une ellipse donnée ; sur le petit axe, comme 
diamètre, on décrit un cercle A. Par un point M, mobile sur 
A, on trace une tangente qui rencontre F aux points P, Q ; 
soit M' Tisotomique de M sur PQ (c'est-à-dire le symétrique 
de M par rapport au milieu de PQ). On demande le lieu décrit 
par M'. 

Ce lieu est une courbe unicursale du sixième ordre ; on 

distinguera les différentes formes du lieu, suivant que Ton 

a 6 > c, ou 6 < c. 

(Griess.) 

248. — ^ Du pôle d'une normale en M à une ellipse donnée on 

abaisse une perpendiculaire sur le diamètre qui passe par 

ce point : cette droite rencontre en P, ce diamètre; en Q, la 

normale en M à Tellipse, et en R la perpendiculaire abaissée 

du centre de Tellipse sur la tangente en M à cette courbe. 

On demande les lieux décrits par P, Q, Ret l'enveloppe de la 

droite PQR,lorsque M parcourt l'ellipse donnée. 

(Mannheim,) 

' ERRATA 



Diverses fautes typographiques, quelques-unes provenant de lettres 
tombées au tirage, se sont glissées dans Tarticie de M. Poulain; voici les 
corrections nécessaires. 

Page SI, 9" ligne, en remontant au lieu de A lisez A,,^. 
Page 81, 7* ligne, — au lieu de x* lisez œl^. 

Page 82, 3* ligne, 

au lieu de aI ~ AA,.^.i lisez aJ — A,,_iA,.+i. 
Page Si, 13* ligne, en remontant, au lieu de a^rc, lisez a„x'^. 
Page 82, 7* ligne, en remontant, 

au lieu de 6 = a,. — a,._ia,.+2> lisez 6^ = aj — a,,_jar+i' 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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THÉORÈMES SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 

Par M. Aogf. Poulain» 

{Suite, yoiT p. 123.) 



II. — QUELQUES THÉORÈMES. 

20. Lemme du théorème I. — Soit r équation algébrique 
(1) f^x) = AoX"* + AiX^-* 4- AjX"*-» -4- . . . + A„. = o. 
Si l'on multiplie respectivement ses coefficients par des nombres 
entiers consécutifs croissants ou décroissants, le nombre des 
racines positives ne diminue pas; c'est-à-dire qu'on a P' ^ P. Il 
en est de même du nombre des racines négatives. 

Soient d'abord des entiers décroissants. La nouvelle équa - 
tion est 

i^l) /;(aj)=Aopa5"*+Ai(/)— i)a;'"-*+A,rp— 2)a;"*-«H-. . .=0. 
Nous supposons qu'aucun terme ne disparaît, c'est-à-dire 
qu'on a j9 > m. 

En multipliant les deux membres de (1) et (2) par x^^"*, ces 
équations deviennent 

(3) AoXP-4- AjicP-* -4- . . . = o, 

(4) AopccP 4- A,(jt) — i)acP-* h- . . . = o; 

et, pour chacune, le nombre des racines positives reste le 
même. Or je dis qu'on a pour (4) et (3), P' > P. En effet, (4) 
est la dérivée de (3). Elle a donc, d'après le théorème de 
Rolle, au moins P' = P — i racines positives. Mais alors 
elle en a au moins P; car, les deux équations ayant le même 
nombre de variations, P et P' diffèrent d'un nombre pair. On 
a donc F > P. 

Le cas des facteurs croissants se ramène au précédent par 
l'équation aux inverses (*); pour les racines négatives, on 
considérera la transformée en — x. 



(•) En vue des appUcations ultérieures, ce serait une complication 
inutile de supposer que p n'est pas entier. Nous indiquerons toutefois 
rapidement une autre démonstration qui n'exige sur ce point aucune 
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21. Corollaire I. — On peut réitérer Topération, ce qui 
donne une suite d'équations dans lesquelles P ne diminue pas. 
Comme cas particulier, cette propriété subsiste si Ton remplace 
les facteurs par une de leurs puissances. 

22. Corollaire II. — Si Ton emploie ces nombres comme 
diviseurs et non comme multiplicateurs, P n'augmente pas. En 
effet, pour revenir de la nouvelle équation à Tancienne, il 
faudra multiplier par les nombres en question ; et P' ne dmi- 
nuera pas en étant remplacé par P. 

23. — Pour éviter la confusion au sujet des mots augmenter 
et diminuer, tous nos énoncés sont rédigés de manière que le 
mot multiplier soit toujours associé avec : ne pas diminuer ; 
et dimer, avec : ne pas augmenter. 

24. Théorème I. — Étant donnée une équation algébrique 
f(x) = G [i], si l'on multiplie respectivement les coefficients par r, 

->^-^^- -> • • '(avec p > q), le nombre des racines positives 

q q(q+ 

ne iiminue pas; c'est-à-dire qu'on aV ^V, Il en est de même du 
nombre des racines négatives. 

Soit 

(6) f,{x) = o 

la nouvelle équation. Supposons d'abord q = i. Multiplions 

restriction. Uéquation (2) peut s'écrire, en tenant compte du théorème 
des fonctions homogènes, 

(5) A(a?) s pf[x) — {mf[x] - xf(x]) s (p - m)f{x) + xf[x) = o. 
Soient maintenant a, p deux racines positives consécutives de (1). Substi- 
tuées dans le premier membre de (5), elles donnent successivement 

Ces deux résultats étant, on le sait, de signes contraires, il s'ensuit 
que (5) a au moins une racine positive entre deux consécutives de (1). 
Dès lors, si cette dernière a P racines positives, (5) et (2) en ont au 
moins P' = P — i . Donc elles en ont au moins P' = P, puisqu'elles ren- 
ferment le même nombre de variations. 

On verrait de môme que p, au lieu d'être supérieur à m, pourrait être 
négatif. Le raisonnement n'est pas changé ; seulement tous les multipli- 
cateurs sont négatifs. Enfin si p est compris entre o et m, les premiers 
facteurs sont positifs ; les suivants, négatifs. Dès lors, P et P' diffèrent 
d'un nombre impair et l'on a seulement P' > P — i. 
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Ao, Al,. . . par 1,2, 3,. . . ; puis par 2, 3, 4,. . . ; puis par 3, 
4, 5,. . . etc., et enfin par p — i, 1?. . . D'après le lemme, P ne 
diminue dans aucune de ces opérations. L'équation obtenue 
est 

(7) (p-i)!Aoa?'" + ^AiX-«-* + ^-^-^^^A,a;"*-2+...==o, 
ou, en divisant par(p — i)!, 

Ao»"» + - Al aS^^ 4- ^^^ "^ '^ A,a^2 + _ , _ ^^ 
I 1.2 

c'est l'équation (6). Donc P ne diminue pas dans le passage 

de (i) à (6). 

Supposons maintenant q quelconque. Le raisonnement est 

le même; seulement, on commence par multiplier par 9, 

g + I, ... On termine de la même manière. 

25. Corollaire I. — Par la multiplication précédente, le 
nombre des racines imaginaires n^augmente pas. 

26. Corollaire II, — Si l'on remplaçait les multiplications 
par des divisions^ P n'augmenterait pas La démonstration est 
la même que ci-dessus (22)- 

27. — On prouverait d'une manière analogue que si Von 

multiplie les coefficients de (1) par les facteurs i , - > ^y" \) • • • 

(qui ne contiennent aucun facteur nuljj P ne diminue pas^ si on a 

P< q- 

Soit 

(8) Fi(as) = o 
l'équation ainsi transformée. 

Multiplions Aq, A^, ... par les facteurs décroissants 7, 
g —I, ... ; puis, par g — i, ç — 2, ... etc.; et, enfin, par p -Hi, 
p, . . . D'après le lemme, P ne diminue dans aucune de ces 
opérations. Nous avons 
q\q- i) . . . (P H- OAoû?'" -h (9 - \){q - 2) ... (p 4- OpA^a;^* 

+ (gf — 2). . pip — i) k^af^^ + . . . = o 
ou, en divisant par le coefficient de Aq^c*", 

AoOî'» + ^ Aïo;"^* + ^7 "" \ k,pc^^ + . . . = o, 
q q{q - i) 
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c*€st l'équation (8). Donc P ne diminue pas dans le passage de 
(1) à (8). 

28. — Jusqulci les termes de chacune de nos fractions 
étaient formés, tous deux, de facteurs croissants ; ou, tous deux, 
de facteurs décroissants. Au moyen du théorème II, on pourra 
étudier le cas intermédiaire. Mais nous pourrions nous dispen- 
ser d'y recourir, pour appliquer la règle de Newton (*). 

29. Lemme du théorème II. — Si les coefficients d'une 
équation renferment comme facteurs les quantités i, p, p(p — i), 
p(p — i)(p — 2), . . . {avec p > m) Ze nombre des racines posi- 
tives n* augmente pas, si p augmente; c'est-à-dire qu'on a P ^ P'. 

En effet, augmentons p d'une unité, l'équation donnée 
(9) f(x) = AqX"' + joA^a;"»-' + P(p — OAaa;*"-^ 4. _ _ ^^ 

est remplacée par 

f^{x) = Ao£c"* H- (p ^- OA^a?"»-* + (p -H OP AjCC'^-^ +...-. q, 

laquelle, en multipliant par 05'^+*-"», devient 

(10) fi{x) = A^,XP+^ + (p + OAiCCP + (p + l)pA,Xi^* -h ... ^ G. 

Or, si on différentie (10) et si l'on supprime le facteur commun 
p -h i, on trouve (9). Dès lors, si (10) a P' racines positives, (9) 
en a, au moins, P = P' — i . Par suite, elle en a au moins P', 
puisque P et P' sont de même parité. On a donc P > P'. 

30. Théorème II. — Etant donnée une équation algébrique 
de degré m, f(x)=o [11], si l'on divise respectivement ses termes par 

les coefficients binomiaux, c'est-à-dire par i, — , — ? • • • > 

I 1.2 

le nombre des racines positives n'augmente pas; à moins, toutefois, 

que certaines imaginaires ne prennent la valeur limite de racines 

égales. En d'autres termes, on a V ^ P'. // en est de même du 

nombre des racines négatives. 



(•) Au commencement du présent travail j'ai attribué à Campbell la 
règle de Newton. En cela, je n'avais fait qu'accepter, sans discussion, 
Topinion émise dans une récente histoire des Mathématicpies. M. Sylvester 
a bien voulu me communiquer une note de M. Adams, où cette question 
est examinée. La conclusion de cette note est que l'opinion nouvelle 
repose sur Tinterprétation inexacte d'un passage de Horslej, l'éditeur 
de Newton. 
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Rien n'empêche de supposer que, dans [11], les coefficients 
binomiaux sont mis en évidence; nous avons 

(l 1 ) f(x) = tfo^'" H flio;"*-* -h -^^ a.x'^-^ + . . . = o, 

I , 1.2 

(12) fy(x) — flo^î"* -h a^af^^ + a^x'^-'^ + . . . = o. 

o 'd(d~^ I ^ 
Divisons respectivement les termes de (1 1 ) par i , — > ^-^- » 

..., P n'augmente pas, d'après le corollaire du théorème I (26). 
Il en sera de même (lemme du théorème II), si nous rempla- 
çons ensuite m par un nombre plus grand m + /?, dans les 
coefficients; ce qui donne 

(13) fJx =aQXm-+- -a^x^^^-h^ — Ç^ — - — -a^x'^-^-h. . .=o. 

p p{p-+- i) 

Faisons tendre p vers Tinfini. Ala limite, les multiplicateurs 
de cTo, Oi,..., devieanent égaux à l'unité, c'est-à-dire que (13) se 
confond avec (12). D'après ce qui précède, (13) a, au plus, autant 
de racines positives que (11) pendant toute la variation. Il 
suffit donc de prouver que ce nombre ne peut augmenter quand 
on passe à la limite, sauf la restriction indiquée dans l'énoncé. 

D'abord, aucune racine négative ne devient positive. Car 
autrement il en serait de même si, dans (13), p variait d'une 
manière continue; ce qui n'a pas lieu, puisque le dernier 
terme ne passe pas par zéro. 

De même, aucune racine imaginaire n'est remplacée par 
une racine positive, à moins que sa conjuguée ne prenne la 
même valeur. Car, les coefficients de (13) arrivant à difTérer 
d'aussi peu qu'on veut de ceux de (12), il en est de même des 
racines. Dès lors, quand une imaginaire disparait, elle tend 
vers sa nouvelle valeur qui est réelle, de manière à en 
différer d'aus«i peu qu'on veut. Par suite, sa partie imagi- 
naire tend vers zéro, et les deux conjuguées deviennent 
égales. 

31. Corollaire. — Inversement, si Con multiplie les termes 

m m(m — i) r> ,. . , • /. . 

par I, — ♦ j • • - , P ne diminue pas, a moins toutefois 

I I . ^ 

que certaines racines positives et égales ne deviennent imaginaires. 
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32. Remarque. — On peut généraliser le théorème II. Il 

, ..,,,.. m m(m — i) . 

est vrai si 1 on divise par i , — i —j » • • • (avec m > q). 

I q(q + I) 

Le raisonnement est analogue. On part de Téquation (11), 

prise sous la forme 

,- .V /v N wi , m(m — i) „ 

(14) f[x) = aoflc"» H a.x"^'^ h ) r-o«^ -*- . . . = o. 

q q{q-^ i) 

p p(o + I ) 
On divise les termes par - > -^ , • • • P n'augmente 

pas. Il en sera de même, si nous remplaçons ensuite m par 
m-^p dans les coefficients ; ce qui donne encore Téquation (13). 
k partir de là, le raisonnement est identique. 

(A suivre.) 



QUELQUES THÉORÈMES 

SUR LES NOMBRES FIGURES ET LEUR APPLICATION 
A UNE QUESTION DE PROBABILITES (*) 

Par M. Picquet, Examinateur d'entrée à TÉcole Polytechnique. 



1 . — Représentons par C«,p le nombre des combinaisons 
simples de m objets p à p; c*est le nombre figuré qui [occupe 
le (p-Hi)^^'"® rang dans la m*^°^® ligne du triangle arithmétique. 

Théorème I. — Si Von considère, dans le triangle arithmé- 
tique, la colonne montante commençant à G^^p et la ligne de Gm,p 
commençant à Gm,o, l(i somme algébrique des produits deux à deux 
des nombres figures occupant le même rang dans ces deux suites , 
produits affectés alternativement du signe + et du signe —, est 
nulle. 



(*) On trouvera, incidemment, dans cf^tte note, une solution des ques- 
tions 157, 158 proposéespar M. Picquet (/oz^ma^, i885, p. 96). Les solutions 
que nous avons reçues, pour ces deux questions, étaient inexactes. 
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Cette somme peut être écrite ainsi 

h=m—p 

s (- i)*C^fcC^*,p; 

Le terme général est, au signe près, 
, __m(m— i)... (m— /i4-i) (m— &)(m— fe— i ) . , . (m— A— p4- 1 ) 

_ jn(m — î) ... (m — h — p-h i) 

■" hTfl 

_m(m— i)...(m— ;h-i) (m— p)(m--jp~ i )...{m—h—iH-i) 

"" pi ^1 

^^^m, p ^tn—p, h • 

La somme devient alors 

s ( - i)* Cm.p C^p,ft 3 C„,p 53 (- 0* C,„_,,fc =: o ; 

h=0 h=0 

car le second facteur représentant la somme des coefficients, 
alternativement changés de signe, de la puissance m — p du 
binôme, est nulle. 

Remarque. — Le théorème ne s'applique pas pour p = m, 
c'est-à-dire quand le nombre figuré 0^,^ occupe le dernier rang 
de sa ligne ; cela tient à ce que la somme des coefficients de la 
puissance zéro, du binôme (a; — a), est égale à Tunilé, au lieu 
d'être nulle. 

Corollaire I. — On peut, dans l'énoncé du théorème, 
remplacer la colonne montante, commençant à G^^p par la dia- 
gonale montante, commençant au même nombre. Il suffit, 
pour le voir, de remplacer dans la somme (1) Gm-h,p par 

Corollaire II. — On peut, dans le produit 
permuter les lettres h eip. 

Théorème II. — Si Von considère^ dans le triangle arith- 
méliquej la colonne montante commençant à G^pet une ligne quel- 
conque commençant à C,,o» depuis i = p + i jusqu'à i = m, /a 
somme algébrique des produits deux à deux des nombres occupant 
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le même rang dans ces deux suites, produits affectés alternatif 
ventent du signe + et du signe —, est nulle. 

Le théorème est déjà démontré pour i = m (th. I). Afin de 
le démontrer pour i =- m — i, remplaçons, dans la somme (1), 
C,«,h par Gn^_i,fc + C»_i,fc_i ; elle devient 

s 2 (- i)*G,„_,,fcC„_h,,+ 2 (- i)»C«_,,fc_i C«_*.p. 

Mais, dans la seconde somme, le terme correspondant à 

ft = o est nul ; on peut donc faire commencer la variation de 

ft, à A = I . Posant alors 

h- i = h\ 

m — I = m\ 
la somme devient 

h' ^^m'—p 

elle est nulle, en verlu du théorème I, à moins que Ton ait 

p = m' = w — I . 
Il reste alors, la somme (1) étant nulle, 

S (~ I )'^ Cm-i,/» C,^fcj, = o ; 

et le théorème est démontré pour i = m — i, à moins que 
Gm,p soit le dernier, ou l'avant dernier, de sa ligne. 
Supposons, en général, que Ton ait 

fc=m— p 

(2) S (- 0* C^».fc C,^fc,p = o, 

h=o 

à condition que Gm,p ne soit pas l'un des K + i derniers 
nombres de sa ligne ; on en conclura 

h=fnr—p 

S (— l)*GTO-*-l,fcGm^fc,p = G, 

fc=0 

ainsi qu'il suit. 

Remplaçant, dans la somme(2),Gm-*,/»,par C„»_fc_i,fc-hG;„_k-i,fc-i, 
il vient 

h=iin—p h=m—p 

S (— l)'*+ Gm~-k-i,hGm-Kp 4- S (— l)'^Gm-*-l,^-lGm-fc,p = O. 
h^O h=0 

Mais, dans la seconde somme, le terme correspondant à /t = o 
est nul; on peut donc faire commencer la variation de A, à 
A = I . Posant alors 
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« 

/i - I = h\ '' 

m — i = m\ * 

la somme devient 

et elle est nulle par hypothèse, à moins que G^r^p soit l'un des 
k + I dernjers nombres de sa ligne, c'est-à-dire à moins que 
Ton ait 

p>m! — k>m' — k— i. 
Si donc C.„.p n'est pas l'un des fc h- 2 derniers nombres de 
sa ligne, l'identité (2) devient 

h=m—p 

(3) y: (- i)''C^*_i,kC„_A,p=o. 

L'identité (3) est donc vraie, à celte condition, puisque 
l'identité (2) a été démontrée pour fc = o et k = i ; ou, ce 
qui revient au même, l'identité (2) est vraie, à moins que 
Gm-p soit l'un des k 4- i derniers nombres de sa ligne : le 
théorème proposé est donc démontré pour 

p <m — k, 
ou, en désignant par i, comme dans l'énoncé, le rang de la 
ligne dont tous les termes figurent dans la somme (2), pour 

P <i; 

c'est-à-dire pour les valeurs de i, depuis p -4- i jusqu'à m. 

REMARdUE. — Si Cm-p cst l'un dcs m — z + i derniers nom- 
bres de sa ligne, l'analyse précédente fait voir aisément à 
quoi est égale la somme 

Aasin — p 

(i) s (- I )*C,,ftU^h,p, 

fc=0 

laquelle, dans ce cas n'est pas nulle. 

Pour i = m, la seule valeur de p, conforme à l'hypothèse, 
est p = m, et l'on a vu qu'alors la somme considérée est égale 
à Tuiiité. 

Pour t == m — I , il y a deux valeurs possibles pour p : 
p = m, et p = m — i ; les valeurs correspondantes de la 
somme sont l'unité et 0^,^-1 ^- Gm^i^i :=: i : ce sont les coeffi- 
cients de la première puissance du binôme. 

Pour t = m — 2 ; il y a trois valeurs possibles pour p : 
p = m, p = m — i,p = w— 2;les valeurs correspondantes 

JOURNAL DB MATH. SPÂC. — I88S. 7. 
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de la somme sont : l'unité, Cm,m-i — Gm-2,i s: 2, et 

Cm,m— 2 — ti»-2,lCim— l,fii_2 + Cm— 2,2 ^ ï 

c'est- à-dire les coefficients de la deuxième puissance du binôme. 
Plus généralement, si les valeurs de la somme (2), corres- 
pondant aux valeurs de p, conformes à Thypothèse, sont les 
coefficients de la puissance m — i du binôme, pour une cer- 
taine valeur de i, celte propriété subsiste pour la valeur i — i . 
On a, en effet, par hypothèse 

h=m—p 

Remplaçant i par t — i , on doit calculer 

h=m—p 

(4) 2 ( - i)*C,_i,fcC^»,p, 

ou s (- i)''[Ci,H - C,_i,ft_i]U^fcj,. 

La première partie de la somme est égale à Cm-i,m~p9 par 
hypothèse; quant à la seconde, son premier terme est nul et 
elle peut s'écrire, en posant h — i = h' : 

A'=i»— p— 1 

La somme (4) est donc égale à 

G. Q. F. D. 

Cette remarque permet de compléter, ainsi qu'il suit, l'énoncé 
du théorème IL 

Théorème III. — Si l'on considère^ dans te triangle arith- 
métiques la colonne montante commençant à Cm,? et une ligne 
quelconque commençant à d^ô ^l telle que Venait i < m, Za somme 
algébrique des produits deux à deux des nombres occupant le même 
rang dans ces deux suites, produits affectés alternativement du 
signe -f- et du signe — , est nulle si l'on a p < i. St, au contraire, 
Gni.p est l'un des m — i -\- 2 derniers nombres de sa ligne, la 
somme considérée est égale à Gm-i,m-p et donne Heu, pour toutes 
ces valeurs de f, aux coefficients de la puissance m — idu binôme 

(A suivre.) 
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SUR LE CA.LGUL DE QUELQUES INTEGRALES 

Lebouy professeur de 
au lycée Gharlemagne. 



par M. Grnest Lebon, professeur de mathématiques 

- Cl ' 



1. — Dans le Cours d'Analyse de r Ecole Polytechnique de 
M. Gh. Hermite (*) (p. 260), rillustre Géomètre, après avoir posé 

u:=: X sin x -H cos ar, 
V s: sin x — xcos x, 
appelle Tattention sur les intégrales : 



f 



u* u 

x^dx _ u 



I 



bxHx u 



{au + hv)^ au + bv 

qu'il signale comme ne pouvant pas être trouvées directement. 
M. Hermite cite encore, a et 6 désignant, comme dans les for- 
mules précédentes, des constantes, l'intégrale 

adx tang x 



/i 



[a + {ax H- h) taog a;]' a + (ax + b) tango; 
dont on ne peut, dit-il, vérifier la valeur que par la différen- 
tiation. 

En Septembre 1884^ j'ai adressé, à M. Hermite, un procédé 
permettant d'obtenir directement l'expression explicite de 
l'intégrale de chacune de ces différentielles; et, à ce propos, il 
m'a fait l'honneur de m'avertir (**) que ces intégrales ont 
déjà fait l'objet des recherches de M. Stern. 

Dans son Mémoire, M. Stern emploie la méthode d'inté- 
gration par parties, en prenant pour base la forme des diffé- 
rentielles des fonction^ u et v. 

Ces intégrales ont provoqué d'ailleurs de nouveaux et réceots 
travaux (***)etil serait peut-être assez inutilede publier aujour- 

(♦) Gauthier- Villars, Paris, 1873. 
(•*) Journal de Crelle, t. 78, 1874. 

{***) Nouvelles Annales y 1888, p. 191 : Quelques intégrales remarquables, par 
M. Etienne Pomey. 
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d'hui les résultats que j'avais alors obtenus, si le procédé 
d'intégration que je vais indiquer, différent d'ailleurs de celui 
de MM. Stern et Pomey, ne m'avait, depuis, conduit à trouver 
les intégrales de quelques autres différeniiclles remarquables, 
également signalées par M. Hermite. 

2. — En désignant par U et V des fonctions de a?, on a. 

d V V VU' 



D'où 



dxJ] V U* 
rYV'dx V rTdx 



ryV'dx V r\'dx 



Par suite, pour trouver, au moyen de la formule (l), une 
intégrale de la forme 



/ 



U* 
N étant une fonction de a;, on tirera la fonction V de l'égalité 

N = VU', 
puis la dérivée V de V par rapport à x. Alors, la recherche 
de l'intégrale (2) sera ramenée à celle de l'intégrale 

rVàx 

or, cette dernière peut être plus facile à trouver que la proposée. 

3. — Ce procédé s'applique, avecsuccës. aux quatre intégrales 
du § 1. Pour nous borner, prenons, par exemple, la troi- 
sième intégrale. 
En posant, pour abréger l'écriture, d'abord 

U s: au ■+- bv, 
puis, dans le cours des calculs, 

T :^ a -h b tang x, 

nous avons V = , V = 



T cos X / T* cos' X 

bx^dx bx r bdx 

X 

bdx 



/bx^dx _ bx r bdx 
(au + bv)^ ~ "" TÛ "^ j T«cos*i 



Mais ' dT = , 

cos'a? 

nous trouvons donc immédiatement la valeur de l'intégrale 
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contenue dans le second membre, et nous avons 

i = - " 



au + bv 

Pour la quatrième intégrale, on pose de même 

U =: a 4- {ax -h b) tang x, 

et, T :s a sin x cos x ^- ax -¥■ b. 

_ -rr ^ cos* X ^^, — 2a cos* X U 
On a V = > V = 1 

_ V r — 2 a cos* a?dx 

et comme dT = 2a cos* xdx, 

nous obtenons, sur-le-champ, l'expression explicite de cette 
dernière intégrale, et, finalement, 

tang X 

""an- (ax -+- b) tang x 

4. — Le procédé d'intégration du § 2 permet de calculer 

rapidement l'intégrale 

r I sin ax\ ( , sin bx\ , 
I = / 2 (cos ax j (cos bx 7 j ax, 

que M. Hermite trouve par une méthode moins élémentaire 
(p. 352 à 358, loa cit). Or, en effectuant le produit indiqué, 
on ramène la recherche de l'intégrale précédente à celle de 
trois intégrales, et Ton a 

I — / cos mxdx -h I cos nxdx 

I /*, . . .dx 

-T / [nx sin nx — mx sin mx — cos mx + cos nx) — > 
abj ^ ' 05* 

après avoir posé, pour simplifier l'écriture, 

m-sLa-\-b et ns:a— 6. 

Le calcul des deux premières est immédiat. La troisième, 

traitée par la formule (1), donne pour résultat, après quelques 

réductions faciles, 

cos mx — cos nx 

abx 
On a, par suite, 

_ sin mx sin nx cos m^ — cos nx 

m n abx 

(A êuivre.) 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d-une lettre de M. Laurens, professeur honoraire. 

«... Au sujet de votre transformation réciproque (*), permet- 
tez-moi de vous signaler la construction suivante, qui permet 
de tracer la tangente en un point de la transformée. 

Soient: U, la courbe proposée; V, la transformée; M, M' 
deux points correspondants ; si Ton fait Tangle MO'R égal à 

OO'M', O'R rencon 
tre la tangente MT 
en un point R ; RM' 
est la tangente cher- 
chée. » 

La construction 
que Dous signale 
M. Laurens est cer- 
tainement très élé- 
gante, mais elle 
reste encore infé- 
'^ rieure, au point de 

vue de la simplicité du tracé, à celle qu*a donnéeM . d'Ocagne(**) . 
M. Laurens, dans la lettre qu'il nous adresse, nous donne aussi 
la démonstration du théorème dont on vient de lire Ténoncé 
et auquel il est arrivé par des considérations intéressantes. 

Voici comment on peut établir l'identité de sa proposition 
avec celle de M. d'Ocagne. 
Rappelons d'abord en quoi consiste cette dernière. Les tan- 




{*) V. Journal, 1882, p. 49. — Dans la transformation réciproque, la figure 
de référence est constituée par deux points fixes 0, 0' ; est le pôle prin- 
cipal; 0', le pôle secondaire; deux points M, M' se correspondent s'ils 
sont en ligpne droile avec le pôle principal et si le segment MM' est vu du 
pôle secondaire sous un angle droit. 

(••) Journal, 1885, p. 33» 
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geiitesMT,M'T',aux points correspondants de deux courbesU, 
Y, associées par la 
transformation réci- 
proque, rencon- 
trent les côtés O'M', 
.O'M en deux points 
[jL, (x' en ligne droite 
avec H, point d'in- 
tersection de MM' 
avec la droite O'z, 
élevée, en 0', per- 
pendiculairement à 
00'. 

Dans le triangle 
MM' [X, MO' est la 
hauteur correspondant au côté M'tx; (x' étant un point de cette 
hauteur, les droites (xtx', M'ix' rencontrent les côtés MM', M[x 
aux points H, R; une propriété connue, d'une vérification 
immédiate, prouve que MO' est la bissectrice de l'angle HO'R. 

D'ailleurs, on a 

HO'M = OO'M', 
et, par suite OO'M' = MO'R ; 

comme l'indique M. Laurens. 

La construction précédente offre pourtant un intérêt par- 
ticulier que nous devons signaler. 

Imaginons que deux pôles fixes 0, 0' étant donnés, deux 
points M, M' se correspondent de la manière suivante : 

1® MM' passe constamment par 0. 

S»* OM' vient s'appliquer sur OM, lorsqu'on fait tourner OM', 
toujours dans le même sens, d'un angle fixe, 6. 

On obtient ainsi, comme nous le fait remarquer M. Laurens, 
une généralisation (*) de notre transformation réciproque. 
Les tangentes aux points correspondants M, M' se coupant 
en R, l'angle MO'R est égal à l'angle 00'M'(**). La construc- 

(*) La transformation la plus générale, dans cet ordre d'idées, est celle 
dans laquelle le segment MM' est vu, des deux points fixes G, O' sous des 
angles constants 0, 6'. 

l**) Ed écrivant Tégalité MO'R = GO'M', ilfaut,pour éviter toute ambi- 
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tion proposée par M. Laurens présente donc l'avantage de 
s'appliquer à la transformation, plus générale, qu'il nous 
signale. G. L. 



ÉCOLE POLYTECHNIQUE 



Composition de Mathématiques (6 juin 1888). 

On donne un quadrilatère plan OABC et deux séries de para- 
boles: les unes, tangentes en kà AC. et ayant pour diamètre OA; 
les autres, tangentes, en B, à BG, et ayant pour diamètre OB. On 
demande 

1^ le lieu du point de contact M d'une parabole de la première 
série avec une parabole de la deuxième série; 

2° Indiquer, en laissant le triangle OAB invariable, dans quelle 
région du plan il faut placer le point G pour que le lieu soit une 
ellipse et pour qvCil soit une hyperbole; 

3^ Démontrer que, dans Vhypothèse ou OABC est un parallélo- 
gramme, la tangente commune en M aux deux paraboles pivote 
autour du point de concours K des médianes du triangle A^G; 

4^ Trouver, dans la même hypothèse, le lieu du point d'inter- 
section P de la tangente en M aux deux paraboles avec l- autre 
tangente commune DE que V cm peut mener à ces deux courbes. 

Nota. — On pose OA = a OB = b. 

1. — Prenons pour axes les droites OA, OB; les paraboles 
P, Q des réseaux considérés seront représentées par les 
équations ; 

(1) Xy« + ? + ^ - I = o,' (2) i^« + I + I _ T r= O. 



guïté, convenir que les lignes O'M, O'O tournant, dans le même sens, d'un 
angle convenable, viennent s'appliquer, respectivement sur OR et sur 
O'M'. On pourrait, pour rappeler cette condition, écrire l'égalité précé- 
dente, sous la forme : 

O^M^R = O'^^OSl'. 
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Soient x, y les coordonnées de M, la droite A, tangente en M 
aux paraboles P, Q, est représentée, indifféremment, par Tune 
ou l'autre des équations : 

(A) X(^2UX + ^^ + 

(A) ? + 7(2X2/4--,) + -+^, -2 = 0. 

a \ ^ a J a a 

On a donc 



6-^6-'+6-^=°' 



X u 

,ov / i\ ï b b 

(3 a[2^x + yj = 



b(2ly^^) ^4-|- 2 
\ aj a a 

Entre (1), (2), (3) nous avons à éliminer X, (x; or, pour cela, il 
sufifit d'éliminer [a entre (2) et la première des équations (3). 
On trouve ainsi, pour je lieu du point M, 

05' v" /3 I \ /2 i\ 

La conique F, correspondant à cette équation, passe parles 
points A, B, et aussi par les symétriques de 0, relativement 
aux points A', B' (*), 

2. — Le genre de F dépend du signe de la quantité 
„ _ /3 I \2 i6 __ 9 To I 

Cette égalité peut s'écrire 

Soient a?oj/o les coordonnées de G ; on a, pour les déterminer, 
les équations 

h-— 1=0; T^ + T 1=0. 

a a b b 



(*) A', B' désignent les points où AG^ BG rencontrent respectivement 
OB, OA; nous avons posé : OA' = a', OB' = b\ 



162 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

De ces égalités, on déduit, 

au -= 



(a - x^Xb - ^o) 
Par suite, la valeur de U peut être écrite ainsi : 

_ (ab - bxp - ayo){ab - bx^ - ay^ - 8a?oyo) 
"" a^b^œlyl 

La droite AB, et l'hyperbole H qui correspond à Féquation 

Sxy + 6x + at/ — a6 = o, 
séparent le plan en régions; F est une ellipse^ ou une hyper- 
bole suivant la position de G dans ces régions. 

3. — Si OABC est un parallélogramme, on a 

I I 

V = Ï7 = ^î 
a b 

les formules trouvées plus haut se simplifient. Nous allons 
exprimer les coordonnées de M, ainsi que l'équation de A, 
en fonction d'un seul paramètre variable. 

A cet effet, désignons par 6 la valeur commune des rap- 
ports (3); nous avons 

a 
X u 

^ a ^ b 

Ces égalités donnent, successivement, 

y 2(2 - 6) X 2(26 -- i) ^ 

Wï: = — 5 — ' r = — Te. — ' ^- 



6 3 a 36 46«6(2 - Ô) 

_ 36» 
^ "" 4a«(2Ô - i)' 
L'équation (A) devient alors 

/lr^ ^ 2 l/Y 2\ 

(*) â-3-^-6U-3) = ^' 

et l'on voit que la droite correspondante passe par le point 

( T ' t) ' ^^^*r® ^® gravité de ABC. 
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4. — Enfin, cherchons l'équation d'une droite DE,.tangente 
commune aux deux paraboles. Gomme les courbes sont : 1® tan- 
gentes à la droite de Tinfini; et, 2° tangentes en M, à A; il 
n'existe qu'une droite telle que DE, abstraction faite de 
A. Nous devons donc pouvoir exprimer rationnellement 
l'équation de DE, en fonction du paramètre 6. 

La droite DE peut se représenter indifféremment par 



y = m{x — a) 



I 



(5) { ^"'"^ 

X — m'iy — b) ■ 



46(ji.m' 

On voit d'abord que l'identification de ces deux équations 
exige que mm' = i ; puis l'on trouve 



m' _ , I 



+ m^a -i- mb -\ r = o. 



4b[i. 4.C1X 

Utilisons la formule (4) et, dans l'équation précédente, rem- 
plaçons X, (x en fonction de 6 ; nous avons 

(6) îlifl il m» + 3a6m« + 36ôm + — ^ ^ = o. 

Ainsi, nous trouvons pour déterminer m une équation du 
troisième degré ; c'est que, en effet, nous avons cherché les 
coefficients angulaires des tangentes communes aux deux para- 
boles considérées; or, c'est là un problème du troisième degré. 
Mais l'équation (6), (et ceci constitue une vérification précieuse 
du calcul que nous avons fait), admet une racine double, savoir 

coefficient angulaire de A. On trouve, en effet, en dési- 

gnant par V le premier membre de (6), 

Y:= (m« 4--m 4.— ) [ ^3 m 4- 0(2 - e)J . 

Concluons donc que, pour la tangente DE, le coefficient 

angulaire m est donné par la formule 

66(6 - 2) 

m = • 

0(26 — i) 

En se reportant aux équations (S), on trouve ainsi pour 
équation de DE, 

(7) 1(29 - ,)+?6(2-9)-^?4-^* = 0. 
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Les équations (4'), (7) déterminent les coordonnées du point 
dont nous cherchons le lieu géométrique. En les résolvant 
par rapport à X, Y on rencontre une singularité que nous 
devons d'abord signaler. 

Les valeurs d'X et dT sont indéterminées pour 6 = i . En 
effet, dans cette hypothèse les équations (4') et (7) sont iden- 
tiques; la droite correspondant à l'équation 

X Y_ 4 

a b 3 
fait donc partie du lieu, à titre singulier. On explique la pré- 
sence de ce facteur en observant que parmi les paraboles 
considérées, celles qui correspondent à Thypothèse 6 = i 
sont, mutuellement, osculatrices, en M. Dans ce cas, la tan- 
gente DE se confond avec la droite A ; puisqu'on cherchait le 
lieu des points communs à ces deux droites, on devait trou- 
ver cette droite, dans l'ensemble du lieu géométrique cherché. 
Abstraction faite de l'hypothèse 6 = i, on trouve enfin 

3Y , X 

— =64-1, 36- = 6 + I. 
a 

Le lieu cherché a donc pour équation 

L'hyperbole correspondante a pour asymptotes les paral- 
lèles aux droites OA, OB, menées parle centre de gravité de 
OAB ; de plus, elle passe au point ; elle est donc bien déter- 
minée. 



EXERCICES ÉCRITS 



12. — On considère une ellipse E rapportée à ses axes; 
soient A, A' deux droites parallèles tangentes à cette ellipse, 
et PQ une perpendiculaire commune à ces droites. 

Sur PQ, comme diamètre, on décrit un cercle F qui coupe 
l'ellipse aux points A,B,C,D. 
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a) Déterminer les diverses positions de PQ pour les quelles 
ces points sont : 

1° Imaginaires, tous les quatre; 

^ Deux, coincidents ; les deux autres imaginaires; 

3** Deux réels ; les deux autres imaginaires ; 

4** Deux coincidents ; les deux autres réels ; 

5<* Réels tous les quatre. 

h) Soit Fi le cercle qui correspond au deuxième cas ; Fj celui 
qu'on obtient dans le quatrième cas. 

Trouver le lieu décrit par le centre de F^ et par le centre 
de Fj, quand A, A' sont supposés mobiles. 

Ces lieux sont des cercles concentriques à E et dont les 
rayons ont pour longueurs respectivement, a -4- 6, a — 6. 

c) Le cercle Fj coupe E en deux points P, Q, abstraction faite 
du point de contact M^ ; A, A' étant mobiles» trouver l'enve- 
loppe de PQ. 

d) Soit Ml le point de contact de F^ avec E, M, celui de F, 
avec E. 

Démontrer que M^Mj est une corde principale de l'ellipse. 
Cette droite coupe F^ en I^ (abstraction faite de M,), et F, en 
Ij (abstraction faite de M^) trouver le lieu de I^ et celui de Ij. 

e) Trouver le lieu décrit par Tintersection de PQ a vec la 
tangente en Ma 

Notes sur l'exercice 11. — On prend, pour axe ox, la droite mm'; et, 
pour axe cm/, la perpendiculaire à ox. 

Si Ton pose om = om' = w, on=z on' = A, 

Téquation générale des coniques proposées est 



(1) x^-h 



2Xa.y + ^/«[g + X»(I-^g)] = a^ 



et Tenveloppe demandée est une ellipse correspondant à Téquation 

Cette ellipse est, aussi, le Ueu des points de contact des coniques du 
réseau (1), avec les tangentes perpendiculaires à nn\ 

Enfin, le lieu des points communs à nn' et aux tangentes qui lui sont 
perpendiculaires, est une quartique bi-circulaire F correspondant, en 
coordonnées polaires, à l'équation 

pï = ft> -h a*cos«a). 

En cherchant les points de F pour lesquels la tangente est parallèle à 
ox, on trouvera que la forme générale de cette courbe est un ovale affec- 
tant, suivant les cas, des sinuosités différentes. 
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QUESTIONS RÉSOLUES 



00. — Trouver, pour n = oo, la limite de lexpression 
^ I I I I 

n n -f- I m- 2 2n 

On peut observer que cette expression peut s'écrire 



n < I I 2 n 

I H- - I -h- I H- - 

n n n 

Considérons la courbe qui correspond à Téquation 

et soit AB Tare de cette courbe, obtenu en faisant varier œ de 
de zéro à l'unité. Prenons, sur Go;, les longueurs 

OPi=-, DP, = -, ...0P„ = -= 1, 
n n n 

soient M^, M,, . . . B, les points qui, sur AB, correspondent à 

P^, Pji, ... Pn*, quand n croit indéfiniment, Taire du trapèze 

curviligne ABP^Pn est la limite de la somme des aires des 

rectangles 

0A.-> MiPi.-, . . . M„_iPn«i . - » 
n n . n 

somme à laquelle on peut ajouter (puisqu'on ne considère 

que sa limite, pourn = oo) 

BPn.-- 
n 



lim S« = / = L2. 

X 



D'après cela, nous avons donc 

'■ = /'- 

t/O I 

Le raisonnement précédent s'applique, comme on le voit, 
à la suite 

Ifia) 4- lf(a + i) + Lf(a+'-) + ...+ If (a +.!î) , 
n'^ ^ n'\ nj n' \ n/ n' \ n/ 
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dont la limite est égale à 



Ja 



f{x)dx. 



La méthode que nous indiquons ici est d'ailleurs bien connue 
(V. Journal, 1887, p. 257). 

On pourrait résoudre plus simplement, l'exercice actuel, 
sans avoir recours à cette méthode générale, en utilisant 
l'identité de M. Catalan (C. U. S., t. I, p. 4). 

1 I I I I I 

I 4- ;r . . . — — ^=- h -h .,. -H — » 

2 3 2nw-hin-H2 2n 
et régalité L2 - i h - 4- . . . 

° 2 3 

laquelle se déduit, comme Ton sait, du développement de 
L(i -h a?), en y faisant a? = i. 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



(théorème de rolle) 

24. — Appliquer le théorème de Rolle aux équations : 

* 

^1) X*" + ma; H- X = o. 

(2) a; — tg a? = o. 

(3) a?"* + px" 4- g = o. 

(4) a? H- cos a? — a = o. 

(5) a* — 6a; — c = o. 

25. — Soient a, p les deux plus petites racines de f{x) = ; 
s'il n'y a, entre — x) et a, aucune racine de f{x) — 0, il n'y en 
a pas non plus entre a et p. 

En effet, f est négatif, quand x varie de — 00 à a ; de a à p, / est décrois- 
sant, donc f est négatif, dans cet intervalle. 

Il faut supposer pourtant, pour que le raisonnement soit correct, que « 
est une racine simple ou, tout au moins, de mullipHcité impaire. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE 1888 



(Mathématiques spéciales.) - 

Soit G la courbe, lieu géoméliiqae des sommets des angles de grandeur 
constante, circonscrits à une ellipse donnée E ; et D une droite également 
donnée. 1* Démontrer qu'il y a trois coniques tangentes à la droite D et 
touchant en quatre points la courbe G. Déterminer la nature de ces trois 
coniques. 2« Soit ai, a^, a,, a^ les points où la droite D rencontre la courbe 
G; par deux de ces points «i, aa par exemple on fait passer une série de 
cercles coupantla courbe G en deux points variables M, M'; et on demande de 
trouver la courbe enveloppe des droites UW, S* On suppose la droite D 
tangente à Tellipse E, et, par les points ai, a^, aa, a4, oii cette tangente ren- 
contre la courbe G, on mène à Tellipse des tangentes autres que la tan- 
gente D : trouver le lieu décrit par les sommets du quadrilatère formé par 
ces tangentes, quand la droite D roule sur Tellipse E. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



249. —Trouver le lieu des centres des coniques qui ont un 
sommet donné el qui passent par deux points donnés. 

(L. L.) 

250. — Une droite se déplace sur un plan, de façon que 
chacun de ses points décrive une ellipse; quelles sont les 
propriétés communes à toutes ces ellipses? (Mannheim.) * 



Le Directeur Gérant, 

G. DK LONGGHAMPS. 
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THÉORÈMES SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 

Par M. Ang. Poulain* 

{Suite, -voir p. 145,) 



III. — MODIFICATIONS APPORTÉES A LA RÈGLE DK NEWTON- 

33. — Les théorèmes qui précèdent permettent de modifier 
un peu les fonctions quadratiques de la règle de Newton, soit 
pour obtenir un calcul plus rapide, soit pour rendre Tappli- 
cation de cette règle plus avantageuse. Pour cela, nous ferons à 
l'équation donnée des changements qui ne diminuent pas le 
nombre des racines positives (ou négatives), et nous applique- 
rons la règle de Newton à cette équation. Si nous trouvons 
ainsi qu'elle a au plus P racines positives, nous conclurons, par 
a fortiori f qu'il en est de même de (1). 

34, Théorème III. — La règle de Newton subsiste : 1^ si 
dans les fonctions qtmdratiques on supprime les X; 2^ plus géné- 
ralement, si on divise chaque X par X*^. 

1® Soit l'équation donnée 

(1) f{x) = AoX"* -h A^x**-* -h A,a5*^2 ^ ^ ^ ^ -_ Q^ 

Multiplions respectivement les termes par les coefficients 
binomiaux, ce qui ne diminue pas P (théorème II, 31). Nous 
aurons 

(2) A(a;) = AoOJ^-h - A^x"*-* + -^ ^ A,cc»^2 ^ ^^ ^ ^^ 

Or, pour cette nouvelle équation, les X disparaissent dans 
les fonctions quadratiques (4). Donc, a fortiori, on peut les 
supprimer pour l'équation (1). 

On pourrait démontrer la même proposition en s'appuyant 
sur le théorème IV (37), et dès lors en n'utilisant pas le théo- 
rème II. 

2® L'opération précédente consislait à diviser par le X cor- 
respondant le premier terme de chaque fonction quadratique» 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. -^ 1888. 8 
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En réitérant n fois l'opération (théorème II), chaque X est 
divisé par X*» . 

35. Remarque. — La suppression des X simplifie les formules, 
et parfois fait découvrir plus de racines imaginaires (40). 

Cette première partie du théorème III est une généralisation 
de la règle de De Gua. On sait, par le théorème en question, 
que si trois coefficients consécutifs Ar-i, Ar, A^fi satisfont à 
la relation AJ — A^-iAr+i > o, il y a deux racines imaginaires; 
et qu'elles existent aux dépens des racines positives ; si les 
trois coefiicients présentent deux variations. Mais la règle ne 
dit pas si ces indications s'ajoutent quand plusieurs groupes 
de coefiicients jouissent de la même propriété. La réponse 
est donnée par le théorème III, c'est-à-dire par la règle do 
Newton modifiée. 

36. — Pour énoncer le théorème IV, posons [x^ == = 

i -h - • Si nous faisons successivement ç = i, 2, 3..., nous 

obtenons une suite de nombres fx^, [x^^, [X|,. . . En les faisant 
précéder de fx^ qui désignera l'unité, ces nombres sont 



234 
I, - > -> - > 

12 3 



q m — q 



D'après cette définition, \, (3), c'est-à-dire — — X 
égale — X ; et dès lors aussi, pour m infini, X, se réduit 

àl. 

Ces nombres [x jouissent de la propriété suivante. 

37. Théorème IV. — La règle de Newton reste exacte, «i, 
avant de V appliquer , on multiplie les X successifs par les nombres 
(A„ [Xg+i, . . . , ou par une puissance quelconque de ces nombres. 

En effet, multiplions les termes de f{x) par i, ^> 

p(p 4- i) 
/ — v » • • • ) (p> q).Le nombre P (24) ne diminuera pas 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUBS SPÉCIALES 171 

Donc, dans Tapplication de la règle de Newton, on pourra 
substituer la seconde équation à la première. 

Voyons ce que deviennent ainsi les fonctions quadratiques. 
Le premier binôme sera 

ou, supprimant le facteur inutile - et ramenant à Tunité le 
coefficient de AoA, : 

Ainsi nous pouvons déjà multiplier X^ par la fraction 

^7^ (avec p > ûf), sans que la rèffle de Newlon devienne 

q{p + i) *- ^^ 

inexacte. En calculant la valeur correspondante du facteur 

de A,, on verrait qu'il se déduit du premier en changeant p et 

g en p 4- I et g -h î ; et ainsi de suite. 

Si, dans les facteurs ainsi obtenus, nous faisons p =: oo , 
nous trouvons précisément (Xg, (a^+i,. . . Il suffit donc de prou- 
ver que la règle subsiste dans l'hypothèse extrême p = oo . 

Pour le voir, nous ne pouvons recourir à Téquation elle- 
même. Car plusieurs de ses termes deviennent alors infinis. 
Mais nous allons montrer que les signes des fonctions quadra- 
tiques ne changent plus, au delà de certaines valeurs de p. 
L'hypothèse p = oo n'est donc qu'un moyen rapide de con- 
naître ce signe définitif qu'on a le droit de leur supposer, puis-^ 
qu'on peut attribuer à p des valeurs aussi grandes qu'on veut. 

Les multiplicateurs des X convergent vere [Xg, [Ag+i ,..., quand 
p devient très grand, et égalent ces nombres (a diminués de 
quantités e, e',..., qui tendent vers zéro. On peut donc pren- 
dre p assez grand pour que dans le premier binôme quadra- 
tique, c'est-à-dire dans 

le second terme n'influe pas sur le signe; et de même pour 
les autres binômes quadratiques. On peut donc supprimer ces 
seconds termes comme si ils étaient absolument nuls, c'est-à- 
dire multiplier les X par [jl^, (a^^i ,... 

Le raisonnement n'est en défaut que si la quantité entre 
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parenthèse est nulle. Mais alors le signe de B/ est celui de 
— XisAî, c'est-à-dire — . Toutefois, s'il n'y a pas h ce moment 
de racines égales, on peut prendre lel signe que l'on veut (16). 

38. — En réitérant l'opération, on voit qu'on peut multi- 
plier par les puissances n'*™*^ des [a consécutifs. On peut aussi 
obtenir des combinaisons plus compliquées, en se servant 
une première fois de la suite if-q,.*., puis, une seconde fois, 
d'une suite différente (Xg»; ou, encore, partir, tantôt du com- 
mencement de l'équation, tantôt de ,1a fin. 

En prenant celte dernière méthode et posant g = i, X,. est 

multiplié par — X , c'esl-à-dire qu'on retrouve le 1® du 

Pt [hn—r 

théorème III. On trouverait le 2® en considérant les puis- 
sances n**"***. 

39. — Les théorèmes III et IV peuvent être utiles lorsque 
les anciennes expressions des fonctions quadratiques donnent 
plusieurs signes moins consécutifs. 

En effet, la suppression des X augmente les valeurs des 
fonctions quadratiques, puisque les X sont des fractions pro- 
prement dites multipliant un terme positif. Par suite, il peut 
arriver que, sur plusieurs valeurs négaliveS; quelques-unes 
deviennent nulles ou positives, ce qui augmente souvent le 
nombre des variations de la série quadratique et manifeste 
plus de racines imaginaires. (A suivre,) 



QUELQUES THÉORÈMES 

SUR LES NOMBRES FIGURÉS (*) 

Par M. Picquef, examinateur d^entrée à TÉcole PolTtechnlque. 

(Sut/e, voir p. 97.) 



2. -" Nous allons maintenant démontrer les théorèmes 
suivants : 

Théorème IV, — Si Von considère, dans le triangle arithmé- 
(*) Le titre placé p. 97 doit être recliûé aiusi. 
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tique la colonne montante commençant à Gm,p et la ligne commen-- 
çant à Gm,o, la somme algébrique des produits deux à deux du 
carré d'un nombre de la colonne par le nombre de mêm£ rang dans 
la ligne, produits affectés alternativement du signe -H et du signe — , 

est nulle si Ion o p < — • Stp,aucontratreyest^ — > la somme 

2 2 

considérée est égale à Gm,p Gp.m-p. 
Cette somme peut s'écrire 

2 (-0" C„,H Gl-^y, 

h=o 

le terme général est, au signe près, 

2 m(—i)..,{m—h-\-i)\ {m—h)(m—h^i),,.(m'-h—p-hi) Y 

m(m-i)...(m— A— /H-r) (m—h^m—h— i )...(m~ft— pH- 1 ) 

hl pi p\ 
p (w — p)(m — p— i)...(m — ft — p-h i) 

{m — hXm — h— !)...(m — fc — p+i) 

-=- ^m,p ^m—p,h ^-*m—hfP • 

La somme devient alors 

h =m—p 
h=o 

D'après le théorème III, elle est nulle si Ton a p < w — p, 

Ml 

c'est-à-dire p < — . Dans le cas contraire, la quantité sous le 

signe ^ est égale, d'après le même théorème, à C^,m-p; et la 
somme proposée est alors Gm,p . Gp^m-p- 

Théorème V. — Si l'on considèrCy dans le triangle arithmé- 
tique, la colonne montante commençant àCm,p et une ligne qu£lconque 
commençant à Gi^o cl telle que Von ait i < m, lasomms algébrique 
des produits deux à deux du carré d!un nombre de la colonne par 
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le nombre de même rang dans la ligne, produits affectés alter- 

m 

nativement du signe 4- et du signe —,est nulle si Von a p < - • 
Dans le cas contraire, la somme considérée est 



^^ v^m— i , h^m— h,p^p,m— p— h » 



h=0 

somm^ dans laquelle quelques termes peuvent être nuls, si pour 
certaines valeurs de h le premier indice de l'un des trois facteurs 
devient plus petit que le second, mais qui n'est jamais nulle. 

Le théorème est déjà démontré pour i = m (th. IV). A6n de 
le démontrer pour une valeur quelconque de i, nous allons 
faire voir que, s'il est vrai, lorsque la différence m — i prend 
une certaine valeur, il Test encore lorsqu'elle augmente d'une 
unité. Soit donc 

h=m—p fc=m— » 

t 

suivant quep est, OU n'est pas, plus petitque - • Remplaçant Gi,^ 

par Ct-i,fc + C<_i,fc_i on aura, dans les mêmes conditions, en 
observant que le premier terme de la seconde somme est 
nul ; puis posant h — i = h', m — i = m' : 

h=m—p h'=m'—p 

fc=0 fc'=0 

/»=m— i 

= ^^ ^m—i,h\^m-'h,p^p,m^p—h 

Pour la seconde somme, la différence m' — (i — i) = m — f ; 
le théorème est donc vrai, par hypothèse. Elle est donc nulle 

• • 

t *~* T % 

l'on a p < ; mais alors, p étant plus petit que - » il faut 

prendre zéro dans le second membre. Ainsi 

h=0 
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i — I 
Dans le cas contraire p > > la seconde somme est 

2 

et, si en même temps j> < -, le second membre étant nul, on 

en conclut, en faisant passer cette dernière quantité dans le 
second membre, que la somme cherchée est égale à 

h=fn—i+l 

Si Ton a p > -• on doit prendre la valeur significative du 
second membre. Alors 

7>=m— p ft=nt— i 

H" ^^ ^m— »,h— 1 ^ti*— fc.p^p.m— p— h» 

Mais, dans la première somme du second membre, le pre- 
mier facteur est nul pour A = m — t + i : on peut donc faire 
varier A jusqu'à m — 2 + i ; on peut, de même, dans la seconde 
somme, faire varier h à partir de zéro. Réunissant alors les 
deux sommes, et mettant G«-.a,p Gp,m-p-fc en facteur, il vient 

2^ (— O^Gi_i,/iCm— A,p = ^ [Gm-<,fc+Gm-i,fc_i]Gm-fc,pGp,»>-_fc..p 

= ^J Cn,_<+i,fc Gm-A,p Gp,m-fc^p C.Q.F.D. 

Remarque. — Il peut y avoir une valeur entière dep, et une 

seule, pour laquelle on ait 

% — i ^ i 
<p<-- 

2 2 

Lorsqu'elle existe, la première somme du second membre 
est nulle, à cause du troisième facteur. Il faut en effet, pour 
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que ce facteur soit différent de zéro, que Ton ait 

p > m — p — A; 

d ou p > • 

2 

Et comme h varie de zéro km — iy le cas le plus favorable est 
h =z m — iy d'où p > - ; ce qui est contre l'hypothèse. Le cas 

p > - peut donc être considérée comme rentrant dans celui 

i — I 
oîi Ton suppose p > > et l'on n'a plus définitivement 

que les deux cas de l'énoncé. (À. suivre.) 



SUR LE CA.LGUL DE QUELQUES INTÉGRALES 

par M. Ernest ijébon, professeur de mathématiques 

au Lycée Gharlemagne. 

{Suite, V. p. 155.) 



5. — Le calcul des intégrales de la forme 

J (P cos aï — Q sin x)* ' 
oh P et Q désignent le numérateur et le dénominateur de la n® 
réduite de la fraction continue de Lambert 

tango? = -^ 
I 



a?" 
3 - 



5 __ 

m/ • • • • 

est encore une application du procédé du § 2. 
Par exemple, en prenant la troisième réduite 

1 5aî — a;' 

1 5 — 6ic« ' 
on trouve 

*x^dx aï* aj' x cos x 






UUi UjUj U, sin X sin x 
P sinaî-hQ cos a? 

P cosaî — Qsina? 
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après avoir posé, pour simplifier l'écriture, 

P = I Sa? — aj', 
Q = i5 - 6x\ 
U = P cos X — Q sin .t, 
Ui = 3x cos X — (3 — aj') sin a?, 
Uj = a; cos x — sin x. 
Ce résultat est le même que celui que fournit la formule 
suivante : 

x^'^dx P sin a? + Q cos x 



<^> /. 



(P cos aï — Q sin a?)* P cos x — Q sin x 
donnée par M. Hermite (*). 

Observons que la seconde intégrale du § 1 est une applica- 
tion de la formule (3), pour le cas de la première réduite. 

6. — On peut trouver une formule analogue à la précédente, 
et beaucoup plus générale. 

Soient N, P, Q, R, S, cp et »]/ sept fonctions quelconques de a:. 

En cherchant, par différentiation, la relation entre ces sept 
fonctions et les dérivées P', Q', R', S', (p', ^' des six dernières, 
pour que la formule 

^dx R(p 4- S^ 



(*^ /i 



(Pf + Q4-)« p? + Q'\, 
soit applicable, oa trouve l'équalion 
(n) N = (PR' - RP'jif' + (QS' - SQ')-}-' 

+ (PS - QR)(<pf - -f<p') + (PS' - SP' + QR' - RQ')<p|, 
qui donne toujours la fonction N, les autres étant connues. 

Il est facile de vérifier que les fonctions des quatre inté- 
grales du § 1 satisfont à l'équation (5). 

7. — Étant donnée une différentielle dont le dénominateur 
est le carré d'une fonction d'une variable, proposons-nous de 
rechercher si l'on peut exprimer son intégrale d'après la for- 
mule (4), en considérant comme étant inconnues les deux 



(*) A la page 360, on Ut, au sujet de cette formule: a c'est, sous une 
forme très simple, la valeur d'une intégrale que nous n'avons point de 
méthode pour aborder, car elle n'appartient à aucune des catégories con- 
sidérées jusqu'ici ; on verra comment on y parvient facilement dans la 
seconde partie du Cours. » 

JOURNAL DB MATH. SPiC. ^ 1888. 8 
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fonctions R et S, et en déterminant ces fonctions de manière 
que réqnation (5) soit vérifiée. 

Supposons que les fonctions N, (p et ^j/ soient telles que Ton 
puisse décomposer Téquation (S) en trois termes, formés cha- 
cun d'un produit de deux facteurs, dont Tun contienne les 
fonctions inconnues R, S et leurs dérivées, et dont l'autre ne 
les contienne pas. En égalant à zéro les facteurs contenant 
R, S, R', S', on aura un système de trois équations, que Ton 
pourra remplacer par un système équivalent de trois autres 
équations, dont Tune sera une équation différentielle linéaire, 
contenant soit la fonction R et sa dérivée R', soit la fonction 
S et sa dérivée S'. Si Ton peut intégrer cette équation diffé- 
rentielle, on pourra trouver les deux fonctions inconnues. 

8. — Pour les quatre différentielles du § 1, les fonctions 
N, (p et «]/ remplissent la condition précédente. 

Eneffet, considérons la troisième, par exemple. En écrivant 
ainsi le dénominateur : 

[{a — bx) cos X -h (ax -h b)8\n x*]% 

réqnation (5) donne 

(G) [aS + 6R - (ax -h 6)S' + (a - bx)K] cos« x 
4- [bS — aR + (a — bx)S' 4- {ax 4- 6)R'] sin x cos x 
4- [{ax 4- 6)(S' - R) - bx{x 4- S)J = o. 

En égalante zéro les polynômes entre crochets et en élimi- 
nant R et R' entre les trois équations obtenues, on trouve 
réqnation différentielle linéaire 

(7) S' ^ S + — ^ = o, 

ax -f- 6 ax -h b 

dont rintégrale générale est 

b 
S = c(ax -+■ b) +-9 

a 

c désignant une constante arbitraire. Par suite 

R = c(a — bx) - -X, 

a 

On a donc 

bx* — u I 



f 



{au 4- bv}^ au -h bv a 



c. 



dx^ 
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9. — Dans les différentielles que M. Stern examine comme 
généralisation des quatre différentielles du § 1, les fonctions 
N, <p et ^1^ sont telles que Fon peut réduire à trois termes Téqua- 
tion (S), ces termes étant formés ainsi qu'il est expliqué au § 7. 

Par exemple, pour TinLégrale 

/x* — (sin X -h cos xY 
[{X — i) cos X — {x -\- i) sin a;]* 
la relation (S) donne 

[R _ (a? _ i) R' -h S - (aï + 1) S'] sin* x 

+ [ — R + (a? -f- i) R' 4- S — (x — i) S'] sin a; cos x 

-H [ - (as -f- i) R - (a; - i) S + ce» - I] = o. 

En égalant à zéro les termes entre crochets, en éliminant 

S' entre les deux premières équations ainsi obtenues, puis S 

entre celle que Ton trouve et la troisième, on a 

R = R'(a; - i); 
d'où 

B. = c {x — i), 

S = (i — c){x + i), 
c désignant une constante arbitraire. 

En faisant 2C = i , dans l'expression générale trouvée pour 
l'intégrale proposée, on a la valeur particulière que donne 
M. Stern. 
De même, pour l'intégrale 

x^dx 



j 



la relation (S) donne 

e^[R- {X- i) R' -f- S - (a? - i) S'] 
-h e-^lR - (x + i) R' - S -4- (a? + i) S'] 
-h 2 [R 4- X R' + 2aîS -h S' -h x*\ = o. 
En éliminant S entre les deux premières équations obte- 
nues en égalant à zéro les termes entre crochets, puis entre 
la première et la troisième, et S' entré les deux nouvelles 
équations, on a 

R' _ 1 R _H -L = o ; 
X 4X 

d'où Ton tire, c étant une constante arbitraire, 

^ 1 

B. = ex + - 9 

4 
S = ~ - - c. 



ii 

I 
I 



î 
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I La valeur générale de l'intégrale considérée est donc 

(ex + -)(e^ - e-') - (- + c Ve^ H- e-*) 

Elle est beaucoup plus simple que la valeur, particulière 
donnée par M. Stern. 

SUR LES CONIQUES 

INSCRITES AUX QUARTIQUES BI-GIRGULAIRES 



Bien que la méthode que nous allons exposer soit applica- 
ble à toutes les quartiques bi- circulaires, pour limiter cette 
Noie, nous nous bornerons à la recherche des coniques in- 
scrites à la quartique Q représentée par 
(A) {x^ -h y^ - a^ - 6^)« - k{a^y^ + b^x^ - a«6«) = o. 

On sait comment on est conduit à cette courbe en considé- 
rant Tellipse rapportée à ses axes et en cherchant le lieu des 
points d'où partent deux tangentes faisant un angle constant. 

Nous écrirons Téquation (A) sous la forme G^ — /cE = o, 
en posant 

G =: a;* H- y* - tt^ ~ 6«; Es: a^y^ -t- b^x^ - a^bK 

On aura (*) une conique S touchant en quatre points cette 
courbe si Ton peut réduire son équation à la forme 

G» - S(j = o, 
où G = o et (7 ~ o sont les équations de deux autres 
coniques. 

Si, d'ailleurs, on a obtenu une semblable réduction, on en 
aura immédiatement une infinité d'autres, à cause de l'identité 

(1) G^ - S(j s: (G + XS)« - S((i + 2XG + X»S). 

Plus généralement, Téquation G*— Scr = o peut s'écrire (•*) 
(2) (X«S4-2XG4-(y)(fx«S+2(AG4-<7)-fX[i.S+(X+|x)G+(y]»=o. 

Or, on peut opérer la réduction en question en prenant 

(•) Cf. Salmon, Courbes planes, trad. 0. Chemin § 251 et suiv. 
r)Gf. Salmon, C. P, §251. 



s 
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G =: — C, S s: E, a :s A. La transformation (1) donne alors 
une première série de coniques inscrites représentées par ; 

(3) k - 2X<:! + X«E = o. 
Il y a quatre valeurs de X pour lesquelles cette équation 

représente deux droites (en faisant abstraction de là valeur 
X — o qui donne la droite de l'infini, comptée deux fois). Ces 
valeurs sont données par 

Xa« - 2 = o, X6« - 2 = o, X«a'6« - 2X(a« + 6>) - A = o 

Si Xo et {jlq désignent deux de ces valeurs, Téquation (?) nous 

permet de représenter la courbe par [XoiXoE — (X^ + (jlo)G ^-/c]» 

^ =PQP'Q'. 
V P, Q; P', Q' désignent les facteurs dans lesquels se décom- 

pose le premier membre de Téquation (3), quand on remplace X 
par Xq et {Xq. 

Si Ton a soin d'écrire le second membre de Téquation pré- 
cédente sous Tune des deux formes PP'.QQ' ou PQ'.QP', on 
obtient, à l'aide de la transformation (1), les deux séries (*) : 

(4) t^PV + 2/[XoULoE - (Xo + [Xo)C 4- fc] + QQ' = o 
et 

(5) f«PQ' -t- 2/[Xo:xoE ~ {\ + jxo)G -hk]-h QV = o. 
Il existe six combinaisons deux à deux des quatre valeurs 

de X précédemment trouvées; donc, douze séries distinctes de 
la série (3). Celles qui sont formées à l'aide d'une lettre telle 
que P, sont distinctes entre elles. Par exemple, la série (4) est 
distincte de la série PP", QQ". On le reconnaît en prouvant que 
PP' = o représente la seule conique (4) dont l'équation con- 
tienne P en facteur. Dans l'hypothèse contraire, en effet, P 
serait en facteur dans 2/[Xof/oE — (Xo -+- {i.o)G H- i] + QQ' et 
comme il est aussi en facteur dans k — 2X0G H- Xo*E, il serait 
en facteur dans QQ' ■+■ 2/([Xo - Xo)(XoE — G). Or la conique cor- 
respondant à l'équation G — XoE = o détermine, sur les droites 
représentées par P = o et par Q = o, leurs points de coiitact 
avec la courbe ; il est donc impossible qu'elle coupe ces deux 
droites en un même point. 



(*) Nous avons exclu la valeur X = 0. On voit, en efl'et, que si Tune des 
valeurs Xq) t^ est nulle, les équations (4) et (5) représentent des cercles, 
coniques qui doivent être rejetées comme passant par les points doubles 
de la quartique. 



182 JOURNAL DE MATUÉMATIQUES SPÉCIALES 

En résumé, six, au moins, des séries de la forme (4) et (S) sont 
distinctes. Pour chaque série, Téquation tangeniielle est du qua- 
trième degré en t. Pour la série (3), elle n'est que du troisième 
degré e«i X ; de sorte qu'il existe au moins 6x4 + 3 = 27 
coniques inscrites à la quartique et tangenles à une droite 
quelconque. 

Si Ton prend pour Xo et [Xo les deux racines de Téquation 
X«a*6* — 2X(a* + b*) — k, = o, en posant k = 4. cotg* V, les 
calculs précédents donneront, pour la série (4), l'équation 
générale ; 






(^■^"^)^^'^^'"^'"~^') 



l{a^x^ -h b^y*) cos 9 + c*xy sin V sin <p] = o. 



a'6* cos V 

où Ton a posé t = cos cp -h i sin 9, afin d'avoir des équations 

à coefficients réels. 

(A suivre,) 



GEOMETRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M. Emile Vlg^arié. 



{Suite, voir p. 127.) 



63. Centre des parallèles égales. — Ce point remar- 
quable est le point anticomplémentaire du point réciproque 
du centre du cercle inscrit (*) ; nous rappellerons plus simple- 

(*) On peut consulter sur le Centre des parallèles égales et les points de 
Jerabek : 

E. Hain. — A. G. II. tome 57, p. 400; tome 61, p. 257. 

J. Neuberg. — M. 188L Question proposée n» 20, p. 31. Solution de M, Bro- 
card et Note de M. Neuberg, p. 138, 158. 

J. Neuberg et Jerabek. — M. 1881, p. 191rl93. 5ur un hexagone équilaiéral. 

E. Lemoine. — J. E. 1883-84. Exercices de Math. Élém, (Exercices 19, 33). 

G. Boubals. — J. E. 1885. Question proposée 171. 

E. Vigarié. — J. E. 1888. Sur le centre des parallèles égales et sur les points 
de Jerabek, (Question 171). 
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ment centre des parallèles égales. Ses coordonnées barycentri- 
ques sont proportionnelles à 

III III III 

j 1 — , — I — , — I 1 — . 

abc abc abc 

La principale propriété de ce point est la suivante : 
Les parallèles aux côtés du triangle, menées par le centre 
des parallèles égales et limitées aux côtés sont égales; la lon- 
gueur commune des parallèles est: 

_ 2abc 

ab -{- bc -h ca 
relation qu'on peut mettre sous la forme : 

1 — L(L 1 1\ . 
/ 2\a b c) 

La même propriété subsiste pour ses points algébriquement 
associés, les longueurs communes des parallèles sont pour 
chacun de ces trois points 

_ 2abc _ 2abc 2abc 

^a — 7 ; » 'b — — ; 7 > le 



— ab-{-bc-hca ab — bc-h ca ab-{-bc^ ca 

64. Points de Jerabek (J^jJf). — Ce sont les points 

Brocardions du centre du cercle inscrit; il y a donc le point 

direct de Jerabek Js et le point rétrograde de Jerabek J^ . Leurs 

coordonnées normales sont respectivement proportionnelles h : 

b, c, a pour J^ et à c^ a, b pour J^. 

Ces points, que M. Jerabek a fait connaître pour la première 
fois (M, 1881 pp. 189-191), jouissent, entre autres, de cette 
propriété remarquable : 

Si, par les points de Jerabek, on mène des semi-droites 
parallèles aux côtés du triangle et limitées à ces côtés, ces 
parallèles sont égales. La longueur commune de ces semi- 
droites est ; 

a6 H- 6(? -h ca ' 
et Ton a la relation : 

I I I I 

l a b C 
{*) De la comparaison de ces formules avec oeil js que nous avons obte- 
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On obtiendrait pour les points aigébriquement associés de 
Jj, Jç des propositions analogues. 

65. Point N de Tarry. — Les perpendiculaires abais- 
sées des sommets du triangle de référence sur les côtés cor- 
respondants du premier triangle de Brocard concourent en un 
même point que nous désignerons par N. 

M. J. Neuberg a proposé d'appeler ce point, point de Tarry, 
M. Tarry, Ta découvert en cherchant des démonstrations géo- 
métriques des propriétés du cercle de Brocard (*). 

Ses coordonnées barycentriques sont proportionnelles à 



Ce point remarquable jouit de propriétés intéressantes dont 
voici les principales : 

\^ D'un point quelconque P, abaissons les perpendiculaires 
PA, PB, PC, sur a, h, c qui rencontrent b, c, a en A„ B,, G, et 
c, a, h en Ag, Bj, Gg. Toute conique passant par A^, B^, G^, N 
est le lieu d'un point tel qu'il existe un rapport constant entre 
deux quelconques des triangles AiBiCj. A^B^Gj, A3B3C3. 

2<* Si du point de Tarry on abaisse des perpendiculaires sur 
les trois côtés du triangle et qu'on marque les intersections 
avec les côtés, on obtient neuf points qui sont répartis sur trois 
droites S^, 8^, 83. 



nues pour le centre des parallèles égales, M. Neuberg a déduit une con- 
struction de ce dernier point (M. 1881, p, 190). 
On peut encore consulter sur les points de Jérahek : 
E. Lemoine. — Sur les points associés {A, F. Blois, 1884. — J. S. 1885). 
A. F. La Rochelle 1882 pp. 126-127. C'est le théorème de la page 126 
qui a donné à M. Lemoine l'idée de déduire les points de Brocard du point 
de Lemoine : Q'est donc le point de départ de la théorie des points Brocer- 
diens. 

(*) Voir, sur le point de Tarry : 

G. Tarry. — Journal dHoffmann-Liebert, tome XIV, p. 33. 

J. Neuberg. — Sur le point de Tarry, {M, 1886, pp. 5-7) ; Sur le point de 
Steiner {J. S, 1886, p. 75). 

H. Brocard. — Nouvelles propriétés du triangle, {A, F, Rouen 1883. — 
J. E. 1883.) 

G. BouBALS. — M. 1886, p. 7. 

E. Lemoine. — A, F, Grenoble 1885. 
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3® Le point de Tarry est, sur le cercle circonscrit, le point 
diamétralement opposé au point R de Steiner. 

4® Le point N est à Tintersection du cercle circonscrit et de 
rhyperbole de Kiepert. 

On peut construire le point de Tarry en se servant d'une des 
propriétés précédentes ; on peut aussi le déduire des construc- 
tion, que nous allons donner, du point de Sleiner. 

(A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu, de M. LaUaat la lettre suivante; elle donne, comme 
on va le voir, une solution fort élégante des Questions 244, 246, récem- 
ment proposées. 

Mon cher ami, 

Voici quelques réflexions concernant les Questions 244, 246, 
récemment proposées. 
La question 244 est énoncée ainsi : 

On donne une droite arbitraire^ une circonférence et vn point M 
sur cette courbe. Mener de ce point une corde MA telle cfue la tan- 
gente en Là la circonférence et cette corde soient également incli- 
nées sur la droite donnée. 

Il existe trois cordes telles que Ma. : si A, B, G désignent leurs 
extrémités j démontrer que les tangentes en ces points forment un 
triangle équilatéral. (Mannheim.) 

La droite arbitraire étant prise pour origine des inclinaisons, 
soient lArinclinaison du rayon OM,eta l'inclinaison, inconnue, 
de OA. Puisque MA et la tangente en A sont également incli- 
nés sur Torigine des inclinaisons, il en est évidemment de 
même des perpendiculaires à ces directions. Or les inclinai- 
sons de ces perpendiculaires sont ^—- — et a. Donc 

^ = — a + 2flr7r, OU bien * h tc =: — a -h 2x1:. 

2 2 
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De là 3a = 4iir — |jl; ou 3a = 2(2fc — i)-k, 
c'est-à-dire, d'une façon générale, 

3a = 2W7r — {X, 

a = wi — — — • 
3 3 

En donnant à m trois valeurs consécutives entières quel- 
conques, on obtient, nécessairement, toutes les valeurs possi- 
bles de a fixant la position du point A. Il y a donc trois 
solutions A, B, G, qui sont situées aux sommets d'un triangle 
équilatéral. 

La question peut donc, comme on le voit, se résoudre com- 
plètement par des considérations élémentaires (*). 

Je passe à la Question 246 (**) proposée, par M, Neuberg, 
dans les termes suivants : 

Deux sommets A, B d*un tnangle ABC sont fixes: le troisième 
parcourt une droite A non située dans un même plan avec AB. On 
ramène toutes les positions du triangle dans un même plan, par des 
rotations autour de la base AB. Le lieu de G est alors une hyper- 
bole; déterminer le centre, les axes et les asymptotes de cette courbe. 

On reconnaît, dans cet énoncé, la génération classique de 
rhyperboloïde de révolution. De là résulte la solution des 
questions posées. 1® Le centre de la courbe est le pied de la 
plus courte distance des deux droites données AB, A ; 2® le 
demi-axe transverse est égal à cette plus courte distance; 
3° l'angle des asymptotes est le double de l'angle des deux 
droites AB, A. 

En vous envoyant ces deux observations, je suis heureux, 
mon cher ami, de vous serrer la main de tout cœur et de vous 
renouveler l'expression de ma bien sincère amitié. 

A vous. 



(*) La question m^avait été donnée ; en effet, par M. Mannheim, pour 
ôtre proposée dans le Journal de Mathématiques élémentaires. Mais cet 
exercice, traité par la méthode analytique, conduisant à une équation 
du troisième degré, j'ai cru devoir le placer, de préférence, dans le Jour- 
nal de Mathématiques spéciales, G. L. 

(**) Nous avons reçu de M. Tabbé H. Ropert, professeur à Guérande, 
une solution directe, très simple, de cette question. 
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M. Laurens, professeur honoraire, à propos de la note placée 
au bas de la page 159, nous écrit « ... Veuillez me permettre 
de réclamer pour Newton, l'idée de cette transformation géné- 
rale. Elle fait Tobjet du lemme XXI des principes mathéma- 
tiques, livre I.^ » 

Dans cette lettre, M. Laurens nous fait observer, avec raison, 
que la méthode indiquée par lui (loc dt) pour le tracé des 
tangentes peut s'appliquer à la transformation générale en 
question. 

En effet soient M, M' les points qui se correspondent, de 
telle sorte que MM' soit vu des pôles fixes 0, 0' sous des angles 
constants e, ô'. OM' rencontre O'M en M"; ce point M" décrit 
une certaine courbe U. On applique le procédé indiqué par 
M. Laurens successivement à U et aux deux courbes V, V 
décrites par les points M, M' (*). 

BIBLIOGRAPHIE 



Cours de Géométrie descriptive de VÉcole polytechnique^ comprenant les 
éléments de la Géométrie cinématique, par A. Mannneim, colonel d'artil- 
lerie, professeur à TÉcole polytechnique. — *2* édition. Paris , Gauthier- 
Vniars, 1886. 

Nous n'avons pas k analyser ici l'ouvrage de M. Mannheim, crui est 
devenu véritablement classique. On sait qu'il contient à la fois rétude 
de la représentation des corps au moyen des difiérentes perspectives, 
et l'étude des surfaces qui jouent dans la pratique le rôle le plus impor- 
tant, telles que les surfaces réji^lées, les surfaces de révolution et les 
surfaces hélicoïdales, ainsi que Tétude de la célèbre surface de l'onde, 
dont la considération est fondamentale en Optique depuis les immortels 
travaux de Fresnel. On nMgnore pas non plus que le propre de la méthode 
de M. Mannheim est d'être purement géométrique; elle repose sur un 
certain nombre de principes relatifs aux déplacements infiniment petits 
des figures, principes dus en grande partie à M. Mannheim lui-même et 
qu'il a réunis en corps de doctrine sous le nom aujourd'hui universel- 
lement adopté de Géométrie cinématique. Il est aussi superflu d'ajouter 
que l'emploi de ces principes a conduit M. Mannheim à donner d'élégantes 
solutions d'un grand nombre de questions difficiles et à découvrir 
d'intéressantes propriétés de surfaces, dont quelques-unes même ont 
trouvé place dans son cours. 

Nous abstenant donc de porter sur l'ouvrage une appréciation d'en- 
semble comme celles dont il a été l'objet lors de sa première apparition, 
nous nous bornerons h signaler ici les principales modifications intro- 
duites par l'auteur dans cette seconde édition. 

(*) Nous publierons, dans le prochain numéro, une construction directe 
que nous a indiquée M.d'Ocagne et qui permet de tracer la normale & Y', 
au point M'; connaissant la normale à Y, au point correspondant M. 
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D^abord, à titre d^observatîon générale, remarquons que M. Mannheim, 
fidèle aune déclaration de principe faite en 1882 dans les Nouvelles Annales 
de Mathématiques f se conforme d'une façon constante aux usages des 
ingénieurs en ne faisant intervenir dans ses épures les plans de projection 
que par leurs directions, ou, ce qui revient au même, en supprimant la 
ligne de terre; et de faif, celle-ci ne joue aucun rôle dans la pratique. 

Notons aussi Tusage fait par M. Maonheim, dans la théorie de la cour- 
bure des surfaces, du point représentatif d*un élément de surface réglée, 
dont la notion lui est due et qui Ta conduit à des simplifications très 
heureuse?. 

Nous indiquerons encore les modifications apportées par l'auteur aux 
démonstrations du théorème d'où se déduit le centre de courbure de 
Tellipse (p. 173), du théorème des normalies (p. S90), du théorème qui fait 
connaître le rayon de courbure de la courbe de contour ap paient d'une 
surface donnée (p. 3^4), 

Quant aux additions, elles sont assez nombreuses ; c'est, en premier 
lieu, une démonstration nouvelle extrêmement simple de la construction 
donnée par M. Mannheim pour obtenir les axes d'une ellipse dont on 
connaît deux diamètres conjugués (p, 4%1) ; puis la démonstration d'un 
théorème de l'auteur sur les transversales à un angle issues d'un même 
point avec quelques applications (p. 491 et suiv.); un assez grand nombre 
d'applications nouvelles des formules du déplacement d'une figure de 
forme variable sur un plan (p, 240 et suiv.) y notamment à la théorie des 
quadrilatères articulés; une nouvelle manière d'établir la construclion de 
la normale à la surface podaire (p,26A)\ unequatrième définition de la sur- 
face de l'onde (p. 265)^ à joindre aux trois autres qui figuraient déjà dansla 
première édition ; une nouvelle démonstration du théorème de Meusnier 
(p. 343) ; un paragraphe sur des éléments importants liés à la courbure 
d'une surface en un point, et auxquels M. Mannheim a donné le nom de 
droites de courbure (p. 325) ; enfin l'étude du conoïde de Plûcker (p, A35), 
surface du troisième ordre qui joue un rôle important dans la théorie des 
déplacements d'une figure assujettie à quatre conditions. 

Ces diverses additions, particulièrement la théorie des quadrilatères 
articulés et celle du conoïde de Plûcker, viennent ajouter un nouvel 
attrait à l'ouvrage de M. Mannheim, si intéressant déjà sous sa forme 
primitive. M. Gauthier- Villars a soigné davantage encore, s'il est possible, 
l'impression de la seconde édition. Sur les figures, les lignes de construc- 
tion sont tracées en pointillé plus fin, de sorte que le résultat de chaque 
épure ressort avec plus de netteté. « M. d'O. 



AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

CONCOURS DE 1888 



Mathématiques spéciales. 

On donne un ellipsoïde S et deux points P et P', et on considère 
les ellipses C et G' suivant lesquelles l'ellipsoïde est coupé par les plans 
polaires des points P et P'; 

1» Démontrer que les coniques G et G, et les points P et P' sont 
situés sur une quadrique S, qui est, en général, unique; 

2* Discuter cette quadrique, en supposant que le point P' se déplace 
dans l'espace, le point P et l'ellipsoïde S restant fixes ; 

3« Les points P et P' étant supposés fixes et situés de façon que la 
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quadrique S soit indéterminée, trouver le lieu du contre de cette qua- 
drique; 

4* En supposant que les points P et P' se déplacent de façon que la 
quadrique Jl soit une sphère, trouver la surface enveloppe E de cette 
sphère ; 

5* Peut- on déterminer un point A, tel que la transformée par rayons 
vecteurs réciproques de la surface Ë, en prenant le point A pour pôle, • 
soit un cône du second degré? 

Composition sur V Analyse et ses applications géométriqaes. 

Théorie, — Démontrer que, si l'aire d'une portion continue de surface 
2 limitée par un contour fermé et donné est la plus petite possible, la 
somme des rayons de courbure principaux est nulle aux divers points 
de la portion de surface considérée. 

Définition des surfaces minima. — Intégration de leur équation aux 
dérivées partielles. — Formules de Monge. — Formules de M. Weier- 
strass 

Application, — Trouver la surface minima réelle qui admet pour ligne 

géodésique la cycloïde définie en coordonnées rectangulaires par les 

équations 

a? = a (v — sin v), y = a (i — cos v), % =■ o ; 

2* Indiquer la forme de la surface: montrer que le plan des ocy est un 
plan de symétrie et que les tangentes à la cycloïde en ses points de 
rebroussement sont des axes de symétrie de cette surface; 

S*" Montrer que la surface peut ôtre coupée par une infinité de plans 
suivant des paraboles du second degré ; 

40 Former Téquation différentielle des lignes de courbure de la sur- 
face. Démontrer qu'un plan perpendiculaire à la base de la cycloïde 
et èi égale distance de deux points de rebroussement consécutifs de cette 
courbe coupe la surface suivant une ligne de courbure. 

Composition de Mécanique rationnelle. 

Théorie. — Les équations du mouvement d'un système matériel étant 
supposées mises sous la forme canonique, montrer comment Jacobi a 
ramené l'intégration de ces équations à la recherche d'une intégrale com- 
plète d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 

Application. — Etant donné un byperboloïde à une nappe représenté 
en coordonnées rectangulaires par l'équation 

a;* y> j5> 

â> "*" 6* "" c^ "^ ' 
où l'on suppose a < &, déterminer le mouvement d'un point matériel 
non pesant dont la masse est égale à l'unité, qui est assujetti à rester sur 
la surface de Thyperboloïde et qui est attiré vers le centre par une force 
égale au produit d'une constante (o' par la distance du mobile au centre. 
A l'instant initial, le mobile est situé dans le plan des xz à la distance h 
du centre, et sa vitesse v^ est parallèle à l'axe des y. 

Discuter les diverses formes que peut affecter lu trajectoire suivant 
les valeurs de v^ ; indiquer notamment les lignes de courbure de l'hyper- 
boloïde entre lesquelles elle est comprise. 
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On déterminera la position du mobile sur Thyperboloide à une nappe à 
l'aide des coordonnées elliptiques X et (j. définies par les équations 

X^ tf* ï* 



X+a' X4-6* X — c» 



en supposant c' < X et o* < |jl < 6». 



CONCOURS POUR LES BOURSES DE LICENCE 

(TOULOUSE 1888) 



Décomposer en deux facteurs réels du second degré le polynôme 
x^ — 4aj3 cos a cos h + 2a;*(i -f- cos 2a -4- COS26) — 45; cos a cos 6 -\- 1 

— On donne une ellipse rapportée à ses axes et sur cette ellipse un 
point M(â?',T/'); l'ensemble des coniques osculatrices à Tellipse au point 
M est donné par Téquation 

Exprimer que cette équation représente une parabole ; démontrer que 
par un point P (oc, ^) du plan il passe quatre de ces paraboles et, que 
les quatre points x'y' sont situés sur deux droites parallèles. 

Parmi ces quatre points deux, tout au plas. sont réels. Parmi les quatre 
points (a;\ /) il passe une parabole qui correspond au point (a, ^), trouver 
réquation de cette parabole. 

Quel est le lieu décrit par (a, ^), lorsque cette x>arabole passe par un 
point ÛTQ O ? 



ÉCOLE NORMALE (CONCOURS DE 1888) 



Mathématiques. 

1. — Un polynôme /(a;), du degré n, vérifie Tidentilé 

nf{x) s: (a; — a^i^x) + hr[x). 

l"" Chercher les coefficients de f{x)^ ordonné suivant les puissances de 
{x — a] ; 

2« Chercher les conditions de réalité des racines de l'équation f{x) =^ o; 

3» Prouver que si &, est la valeur absolue de 6, les racines de f{x) = o; 
sont comprises entre 

/n(n—\) /n(n— i) . 
a-y— ^— &o, a 4- ^-^ V 

2. — Construire la courbe représentée par l'équation : 

x{x* — î/«)* 4- 4ir2/(a? — y)* — Ay[2y — 3a;) = o 
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ECOLE POLYTECHNIQUE (CONCOURS DE 1888) 



Épure. 

Etcpréseiiter,[>ar ses projections, le solide qui reste quani), d'une portion 
de cône supposée remplie, on enlève c<i qui se trouve à l'intêr[cur d'un 
cylindre danné. Le cSne est de révolution et a son axe vertical. L'angle an 
Bommel est droit; la portion remplit] va du sommet au plan horizontal 
mend à 12=- plus bas. 

Le cylindre est aussi de révolution, l'une de ses génératrices coïncide avec 
celle des génératrices de front du cône qui est situé à droite sur la nappe 
inférieure. Son aie est en avant de celui du c3ne; la perpendiculaire 
commune à ces deui droites rencontre la seconde k 9'- au-dessous du 
sommet, elle a 3" de longueur. On placera la projeclion horlzonlalo du 
sommet du câue à 7" plus bas, et la projeclion verticale i 19°- plus haut 
que le centre du cadre, sur la parallèle att grand cdté mené pat ce point. 

En fyi de constructions antres que celles qui se rapportent ani points 
remarquables, on ne laissera subsisler que les constructions donnant un 
point quelconque de chaque courbe, et la tangente en ce point. 

Lavis (3 heures). 

Faire à l'encre de chine, à leintit ptatei, le lavis d'un cône de révolu- 
lion reposant sur un socle 
cylindrique et sedétacbant 
sur un fond gris dégradé 
à teintes fondues. 

On se conformera aux 
cotes indiquées en milli' 
mètres sur le croquis ci- 
joint. i. 

Nota: Les traits pour ■ 
le cadre, les arêtes ou les 
contours apparents des , 
solides seront faits ii l'ea- 

On observera les QleU 
de lumière. 

Avi». — Messieurs les 
candidats sont avertis que 

pour l'année 1889, le sujet 
de lavis pourra être une 
moulured'arcbitecture 
(Quart-de-rond, cavet, lalon, douclne] avec ombres portées. 

Composi-thtt française. 

Las sodélés moderaes sont en progrès évident sur celles qni les ont 

précédées, an point de vue de l'accroissement des connaissances dans 

toutes les branches de la science . elles tendent manifestement à l'adou- 
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cissement général de? mœars, à un déyeloppement plus libre et plus 
heureux de rhumanité. L*idée de pairie doit-elle être entamée par cette 
éTolutîon? Ne doitrelle pas au contraire ho fortifier de plus en plus? La 
nature, Thistoire, les aspirations les plus nobles de Tôtre humain ne se 
trouTcnt-elles pas d*accord pour commander d*entretenir Ténergie morale 
que donne le patriotisme? 

Physique et chimie. 

I. Microicope composé. On donnera seulement la marche des rayons et la 
mesure du grossissement. 

II. Mesure des densités de vapeur des liquides bouillant au-dessous 
de 100*, par la méthode de Dumas. 

III. Exposer les analogies qui ont conduit à classer, dans une même 
famille naturelle, l'azote, le phosphore et Tarscnic 



QUESTIONS PROPOSÉES 



251. — Soient ABG, A^BiGi deux triangles. Démontrer que 
le lieu des points M et le lieu des points M^ tels que AM, BM, 
CM soient respectivement parallèles à AjMi, B^M^, CiM^ sont 
des coniques. 

Le lieu de M est une conique circonscrite à ABG. Le lieu 
de Ml, une autre conique, circonscrite à AiB^Ci. Examiner les 
cas particuliers où les côtés de A^B^Gi sont parallèles aux 
hauteurs, aux bissectrices, aux médianes, aux symédianes, 
aux antiparallèles du triangle ABC. (E. Lemoine.) 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAVf PS. 
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THÉORÈMES SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 

Par M. Avg^« Ponlain. 

{Suite, Toir p. 169.) 



40. — Premier exemple. Soit l'équation connue 

x^ -h x^ -h a^ + X rh I = o. 
Cherchons d'abord, par la règle de Newton, à compter ses 

racines imaginaires. Les a sont alors — > — > tt ? et dès lors 

8 98' 

la série quadratique est 

3_ 4 3 

I, 8 '• 9 "■ '' 8 ~ '' '' 

ce qui donne les signes 



Ainsi la règle primitive ne révèle que deux racines imagi- 
naires (3), existant aux dépens des racines négalives (6). Au 
contraire, la première partie du théorème III en révèle quatre, 
car elle donne la série quadratique 

I, o, o, o, i; 
ce qui (16) donne les signes 

+ — -H — -4- 

41. — Deuxième exemple. Le théorème lY a le même carac- 
tère que le théorème III, car les multiplicateurs (x étant plus 
grands que i augmentent encore les fonctions quadratiques. 
Mais le théorème III dépasse quelquefois le but qu'on se pro- 
pose ; il augmente trop les fonctions quadratiques et remplace 
une suite de signes — par une suite de signes +, ce qui ne vaut 
pas mieux, il n'en est pas de même du théorème IV. Car, si 
on prend l'indice q assez grand, les multiplicateurs [x sur- 
passent l'unité d'aussi peu qu'on veut. Dès lors, à chaque 
réitération, les fonctions quadratiques augmentent de quantités 
insensibles, ce qui nous permet de gouverner plus à notre gré 
le passage des signes — aux signes +. 
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Par exemple, soit Téquation 

a;* — a;' 4- - a;' — - a; H = o. 

9 O 20 

En essayant les criteria avec les X, on trouve les signes 

+ — — — 4- 

ce qui indique seulement deux racines imaginaires. Nous sup- 
primons alors les X. Les fonctions quadratiques deviennent : 

9 9' o* 9 20 

ou +, 9 — 4, 96 — 81, 45 — 36, -h; 
ou 4-, -h + 4- 4-- 

Ainsi nouB avons trop fait varier les binômes négatifs. Mul- 
tiplions donc chaque premier terme du binôme par les [x, en 
gardant les X. Gela donne 

394-1 4^4-2 4* I- 3 9 + 3 I 4 I 

'8* q '994-1' 9* 6' 8 '94-2 6* 9*20' 

ou 4-, 3 — 139,. . . 

Gomme q = i donne le signe — dans le premier binôme, 
je continue à essayer si ce nombre est avantageux pour les 
binômes suivants, je trouve : 

' ' 9*2' 9« 6' 8*3*6» 9*20' 

ou 4-, —, 12.16 — 3.27, 45 - 2.36, 4- 

OU 4-, —, 192 — 81, 45 — 72, 4- 

OU 4- — 4- — 4- 

II y a donc quatre racines imaginaires. 

42. — Troisième exemple. Soit Téquation (*) 

X* — x^ 4- 2x* — 5a; 4- 20 = o 
En essayant les criteria avec les X, nous trouvons 

4-, g- 2, -•4-:>, 8''^~40,, + 

(*) M. Sylvester a donné une certaine généralisation aux X de la Tè§^le 
de Newton. Mais jamais les multiplicateurs qu'il donne au premier terme 
de chaque fonction quadratique ne dépassent 2. Ils ne pourraient réussir 
dans le cas de l'exemple III; car l'opération déônitire revient à, multiplier 
par des facteurs plus grands. Nos facteurs peuvent $tre aussi grands 
qu'on veut (théorème III, 2»). 
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c'est-à-dire les signes 



i 



ce qui indique seulement deux racines imaginaires. Nous 
supprimons alors les X (suivant notre règle). Les fonctions 
quadratiques deviennent 

+, 1—2, 4—5, 25 — 40, -4- 
+ — — — + 

Aucun progrès n'ayant été réalisé, essayons de^ multi- 
plier le premier terme de chaque binôme par les [x,, [a^+i,..; 

c'est-à-dire, par » > . . . Les fonctions quadratiques 

devieonent 

-f-, 2, -^ 4 ~ 5, 25-40, -h 

q q -h i q -h 2 ^ 

ou 

+ , I—?, 3-7, - 5 - i5ç, 4- 

Or, pour 9 = 2, on a les signes 

-+- — -h — -+- 

Donc il y a quatre racines imaginaires. 

43. — Voici la règle pratique à suivre, lorsqu'on appli- 
quant les criteria primitifs de Newton, on trouve plusieurs 
signes consécutifs. 11 s'agit de les remplacer par des varia- 
tions, et d'obtenir que celles-ci soient aussi nombreuses que 
possible. 

Pour cela, on commence toujours par supprimer les X; en 
un mot on applique notre théorème III, qui est la règle de de 
Gua généralisée. Trois cas peuvent alors se présenter: 

1® Si on a augmenté ainsi le nombre des variations de la 

série quadratique, on peut s'arrêter; on a atteint le but, qui 

est, si l'on peut dire, d'augmenter le rendement de la règle 

de Newton. — On aurait pu aussi, au lieu do supprimer les X, 

se servir des nombres (x; mais le calcul est moins rapide; 

y 3^ Si aucun terme négatif n'a changé de signe, on est resté 

1>^^ en deçà du but. Si l'on en est très éloigné, on applique la 

seconde -partie du théorème III, c'est-à-dire qu'on divise par 

'^ les puissances n des X, et qu'on dispose de n de manière à 

i^ amener des changements de signe. Si l'on n'est pas très éloi- 
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gné du but, on applique le théorème IV, c'est-à-dire qu'on 
se sert de [jl,, fA^+i, . . . , et qu'on dispose de q pour le but à 
atteindre ; 

3® Si, au contraire, trop de termes négatifs ont changé de 
signe, on a dépassé le but. Il faut rétrograder et essayer les fx^, 
en conservant les multiplicateurs précédents. 

(A suivre.) 



QUELQUES THEOREMES 

SUR LES NOMBRES FIGURÉS 

Par M. Picqiiet, examinateur d^entrée à l'Ecole Polytechnique. 

{Suite et fin, voir p. 172.) 



3. — On démontrerait, absolument de la même façon, le 
théorème général suivant dans lequel rentrent tous les précé- 
dents qui lui servent de point de départ. 

Théorème VI. — Si ton considère^ dans le triangle arithmé- 
tique, la colonnemontante commençant à Cn,,p et uneligne quelconque 
commençant à Ci, o, telle qi^e Von ait i^ m; la somm^ algébrique 
des produits deux à deux de la n*^°*® puissance d'un nombre de la 
colmne, par le nombre de m4m£ rang dans la ligne, produits affec- 
tés alternativemmt du signe + et du signe —, est nulle si Von a 

p < — . Dans le cas contraire, la somme considérée est 

^ n 

ft=(n— 2)p+m— < k=(n— 3)p+m— t l=in—k)p-{-m-i 

hso h=o Iso 

Xi ^m— g.p W>ï-^ X . ^mn^,r \^m—T,p ^p,q—T 
qzso r^o 

Cette expression représente (n — i) sommations dépen- 
dantes, dont la loi est suffisamment claire. Pour prouver le 
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théorème, on Fad mettra pour la valeur n — i de Texposant ; 
et la formule 

^ (— I )^ Cm,fc Cm-fc,p = Cfl^p ^ (•— l )^ Gmr-pih G^^. h,p 

déjà démontrée pour n — 2, permettra de l'établir, (en faisant 
i == m — p dans la formule admise, pour la valeur n de Tex- 
posant, et pour i =;: m. De là, on déduira, comme plus haut, 
que le théorème en question est vrai pour une valeur quel- 
conque de i. Il est surtout intéressant, lorsque, p étant plus 

petit que - , la somme considérée est nulle :et Ton voit aisément 
n 

que si Ton a admis la condition p < pour la valeur 

n — i 

n — I de l'exposant, on aura, pour la valeur n de l'exposant 

et pour f = m, la condition 

m — p 

P< -; 

n — i 

d'où p< -• 

Alors, de proche en proche, pour une valeur quelconque de i 

p < -> 
n 

pour que la somme considérée soit nulle. 

Si, au contraire, on a 

t 

P>-9 
n 



l'identité de l'expression (5) avec 

fournit quelques cas particuliers remarquables. 

On voit, tout d'abord, que pour i = w, il n'y a plus que 
n — 2 sommations; car, dans la dernière, CTO-t,r est, dans ce 
cas, égal à l'unité, le second facteur se réduit à Gm,p, que l'on 
peut faire sortir des signes S, et le troisième devient G;,,^. On 

a alors, pour p > 



n 



198 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

h=m—p fc»Cn— 2)p 

^ (— CmA C^-fc,p = Gm,p 2^ Cm-'h,p Gp,m-p-h 

h=o h=o 

/»=(n-3)p q=p 

^ t«m— k,p ^p,h-k • • • 2^ ^^«»-g,p Cp,l— 5 Gp,qf. 

Puisque p ne surpasse pas— la plus petite valeur que Ton 

puisse donnera l'exposant n, pour des valeurs déterminées de 

m et », résulte de Tinéffalité n > — . Supposons — entier, et 

P P 

m 
soitn = — • 

P 
Pour que le second facteur, sous la premier signe S, soit 

différent de zéro, il faut que Ton ait 

p > m — p — ^; 

d'où A > m — 2p. 

Gomme h varie de zéro à (n — 2)p; ou, en vertu de Thypo- 

thèse n = —, de zéro km — 2p; ou voit que la seule valeur 
p 

possible, pour ft. est m ■— 2p. 

Le second factear, sous le second signe 2, devient alors 
Cp,m-2p-fc. Pour qu'il soit différent de zéro, il faut que l'on ait 

p ^ m — 2p — k; 
d'où A" > m — 3p. 

Gomme k varie de zéro à m — 3/?, la seule valeur possible 
pour k est m— 3p ; et ainsi de suite, jusqu'à la dernière somme, 
dans laquelle la seule valeur.possible pour q est 

m — (n — i)p = p. 

Pour toutes ces valeurs de chaque variable, le second facteur, 
sous chaque signe S, devient égal à Gp,p qui est l'unité ; il en est 
de même du troisième facteursous le dernier signe S, et il reste 

h=m—p 



m 



^\ ^rn,h ^m-h,p — Cm,p C2p,p G3p,p . • • Ujn— l)pp 

ou, à cause de m = r?p 

h=m—p 

*" m! 



2(-')''C„,.cp_,_^ = 



m. 
h=o (pl)P 



ce qui permet d'énoncer le théorème suivant 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 199 

Théorème VI. — Si p est un diviseur quelconque de m, la 
factorielle m ! s'exprime par Videntité 



h=vnr-p 
m 



En particulier, pour p = i (*) 
(7) mI=m«»-G;„,i(w-i)"»+C„»,2(w-2)"»-...+(-i)"*-*U„.,,„_i. 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M. Emile Vlg^arié. 

(Stt»/e, voir p. 182.) 



66. Points isobariques du point de Steiner (p, p'). 

— M. J. Neuberg a fait connaître deux points, que nous dési- 
gnerons par p et p' : ce sont les points isobariques du point de 
Steiner ; ils présentent une grande analogie avec les points de 
Brocard (**). 

(*) Nous^ avons reçu récemment de M. Balitrand, élève au Lycée de 
Nîmes, une démonstration de la formule (7). Dans la note qull nous 
adresse, M. Balitrand établit Tidentité (connue si nous ne nous trompons) 

mI^(/i+m)«Cin,i (A+w— 1)»»4-. . .-h (— i)*»-iGm,»i-i(/i-h i)«M-(— i)«»fe*» 
En supposant ^ = o, on obtient Tégalité de la question 158. 

(**) C'est pour ce motif que, en adoptant la terminologie proposée par 
M. Casey, M. Neuberg appelait ces points '.pointe cychtomiques des points 
de Brocard. 

Si M est un point quelconque d'un triangle ABC, les symétriques des 
circonférences BGM, GÂM, ABM passent généralement par un point M' 
qui est le conjugué cylotomique de M. (Comparez Mathesis^ t. II, p. 120). 
Questions Van der Berg, Nieuw Ârchies Voor Wiskunde, 1880, p. 78 (Van 
der Berg) et lH81,p. 117 (P. H. Scboute). Cette transformation est évidem- 
ment réversible. Elle jouit de la propriété remarquable que, si H est le 
point de concours des hauteurs de ABC, chaque côté du quadrangle 
ABCH se transforme en lui-môme, et chaque sommet se transforme en 
une ligne qui est la circonférence passant par les trois autres sommets. 
(M. 1886, p. 3). Voir sur ces points: J. Neuberg, M. 1885, p. 208. Question 
258. Surlepoint de Tàrry (M. 1886, p. 5). Sur lepoint deSteiner (J.S, 1886.) 
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Les points de Brocard étant à Tinterseclion des segments 
capables des angles tu -- A, tc — B, tt — C, décrits sur BG, GA, 
AB, les points p, p' seront à l'intersection des symétriques de 
ces circonférences par rapport au côté du triangle de référence. 

Les coordonnées barycentriques de ces points sont propor- 
tionnelles à 

I I I 



» -z 'l 



a« - 6« 6* - c* c* - o» 

I I 



"^ c^ - a^ a* - 6« 6« - c* 

Ces points sont aussi intimement liés aux points de Tarry 
et de Steiner : 

Si par B, C, A on mène des parallèles à AR, BR, GR (R est 
le point de Steiner)^ ou aux côtés du premier triangle de Bro- 
card, ces parallèles concourent en un point p'; de même, les 
parallèles menées par G, A, B à AR, BR, GR concourent en p. 
Si Ton fait intervenir le point N de Tarry, on peut dire que : 
Les perpendiculaires menées aux droites NÀ, NB, NG, par 
les points A, B, G ow B, G, A, ow G, A, B concourent respecti- 
vement en R, p', p. 
Les triangles ABG, Rpp' ont même centre de gravité G. 
La droite pp' est parallèle à la tangente menée par R à Tel- 
lipse E; elle est donc perpendiculaire à la droite qui joint R 
au point symétrique de H par rapport à G. 

67. Premier et second centre isodynamique 

(V, W). — M. J. Neuberg appelle quadrangle isodynamique 
{Mémoire sur le tétraèdrCy p. 37) la figure formée par quatre 
points Al, A„ As, A^ qui satisfait aux relations : 

A^Aj X AjA^ ^ A^Aj X A^A^ ^ Aj^A^ X Aj|Aj^ 

et chacun de ces points est un centre isodynamique du trian- 
gle formé par les autres points. 

Un triangle ABG a deux centres isodynamiques, que nous 
noterons V et W; ce sont les points communs aux cercles 
d'Apollonius (nous en parlerons dans la suite); ils satisfont 
aux égalités 

AV.BG = BV.GA = GV.AB 
AW.BG = BW.GA=GW.AB. 
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De ces deux points, Tun V est à Tintérieur du cercle ABC, 
et l'autre W à Textérieur; nous dirons, avec M. Neuberg, que V 
est le premier centre isodynamiqtie et que W est le second centre 
isodyaamique (*). 

Les centres isodynamiques possèdent beaucoup de proprié- 
tés qui ont été données, surtout par M. J. Neuberg, Voici les 
principales : 

1® Les coordonnées barycentriques de V sont proportion- 
nelles à 
sin A sin (A -h 60**), sin B sin (B -h 60^), sin G sin (G + 60®) 

Celles de W sont proportionnelles à 
sin A sin (A — 6o«), sin B sin (B — 60®), sin G sin (G -- 60°) 

2® Les centres isodynamiques, le point de Lemoine K et le 
milieu de VW sont en ligne droite ; ces quatre points for- 
ment deux systèmes de points conjugués par rapport au cer- 
cle ABG. 

3** Les centres isodynamiques sont symétriques par rapport 
à la droite de Lemoine. 

4<* Si Ton prend Tun des centres isodynamiques pour cen- 
tre d'inversion, les inverses des points A^ B, G sont les som- 
mets d*un triangle équilatéral; ou, encore: les droites qui joi- 
gnent les sommets du triangle ABG à Tun des centres isody- 
namiques, rencontrent la circonférence ABG, aux sommets d'un 
triangle équilatéral. 

Construction des centres isodynamiques. — Le premier centre 
isodynamique est à l'intersection de trois arcs capables des 
angles (A + 60®), (B -+- 6o<>), (G -H 60®), décrits respec- 
tivement sur BG, CA, AB. De même, le second centre isody- 
namique est déterminé par trois arcs capables des angles 
(A — 60®), (B — 60®), G — 60®) décrits sur les mômes 
côtés. 

68. Premier et second centre isogone (V,, W,). — 
Nous appellerons, avec M. Neuberg, centres isogones, et nous 

(*) Voir sur les Centres isodynamiques et les Centres isogones : 
J. Neuberg. — Mémoire sur le tétraèdre. 1884, p. 37-50, 55-56, 58-59. — 
Sur te quadrilatère harmonique (ilf., 1885, t. V, p. 206. > 
J. Gaset. —a Sequel ta Euclid. 1886, 4« édit., p. 86, corrol. 3, 167, Exercice 5. 

. JOURNAL DE MATH. SPÉG. — 1883. 9. 
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noterons par les lettres Vj, W,, les points d'oîi Ton voit les 
côtés du triangle de référence sous des angles de 120® ou 
de 60®. 

Les coordonnées barycentriques de Vj sont proportion- 
nelles à 

sin A : sin (A 4- 60®), sin B : sin (B + 60®) ; sin G : sin (G + 60^ 
ou inverse m entproportionnelles à 
cotg A + colg 60®, cotg B 4- cotg 8o<», cotg G -^ cotg 60°. 

Gelles de Wj s'obtiendraient en changeant + 60° en — 60* 

Si nous comparons les coordonnées des centres isodynamtqu?s 
et des centres isogones^ nous voyons que leurs coordonnées 
normales sont inversement pToportionnelles ; donc V et Vj. 
W et Wa forment deux couples de points inverses. Le point Vg 
qui est à l'intérieur du cercle ABC sera donc appelé le premier 
centre isogone, le point Wj sera le second centre isogone. 

Construction des centres isogones. — Ges points sont à Tin- 
tersection des arcs capables des angles de 120® et 60®. — 
On les construira aussi comme étant les points inverses des 
centres isodynamiques. 

Il resterait encore à parler de quelques autres points remar- 
quables, mais comme ils ne jouent pas un rôle très important 
dans la géométrie du triangle, il n'en sera pas question ici, 
afin de ne pas allonger démesurément ce travail. 

(A suivre,) 

RELATION ENTRE LES NORMALES 

DANS UNE TRANSFORMATION RECIPROQUE GENERALE 

{Extrait dune lettre de M. d'Ocagne). 



... 1. — Vous indiquez, dans le dernier numéro du Journal 
de Mathématiques spéciales, la généralisation suivante de votre 
transformation réciproque, 

A chaque point A du plan, on fait correspondre un point B tel 
que le segment AB soit vu, de deux points fixes e ^0' du plan, 
sous des angles constants. 
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Voici, pour cette transformation générale, un théorème qui 
lie, d'une façon très simple, les normales aux points correspon- 
dants de deux courbes transformées Tune de l'autre : 

Les normales correspondantes kdi' et Bh'coupent respectivement en 
a' et en V les perpendiculaires élevées en O'àO'ket à O'B. Si a est 
lepied de la perpendiculaire abaissée de a' sur OA, p le pied de la 
perpendiculaire abaissée de h'surOByla droite ap est parallèle à AB, 

Appelons a le point oh la perpendiculaire élevée en 0, à OA, 
coupe la normale Aa'; 6, le point oîi la perpendiculaire élevée 
en 0, à OB, coupe la normale B6'. 

Pour un déplacement infiniment petit d(A), du point A, 
auquel correspond le déplacement infiniment petit c((B), du 



f' 




point B, les droites OA et OB tournent du même angle infini- 
ment petit 6, les droites OA' et OB' tournent du même angle 
infiniment petit s', et l'on a (voir Journal, p. 28) 

d(A) = Aa.s = Aa'.e', 

d(B) = B6.6 = Bb\e\ 

On déduit, de là, -r— ? = zrr? ; 

Aa do 

ou, en abaissant de a' la perpendiculaire .a'a sur OA; et, de b\ 
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la perpendiculaire 6'p sur OB : 

AO _ BO 

égalité qui prouve que ap est parallèle à AB. 

2. '• — Voici une application de ce théorème général : 
Supposons que les angles constants AOB, AO'B soient droits 
et que le point A décrive le cercle qui a le point pour centre, 




et 00' pour rayon. Les droites OA et O'B se coupent en a sur 

ce cercle et Ton a, dans les triangles rectangles égaux OO'D 

et OaB, 

OB = OD ; 

par suite, KB = KO'. 

Ainsi, le lieu du point B est une strophoide ayant le point 
pour sommet etO' pour point double. 

D'ailleurs le théorème général donne, dans ce cas, la con- 
struction suivante : Mener la parallèle ap à AB ; par p, élever 
à OB une perpendiculaire qui coupe O'A en b' ; Bb' est la normale 
en B à la strophoide. 
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Mais le point est le milieu de Bp. Donc, si du point N, oii 
BV coupe OA, on abaisse une perpendiculaire NM sur O'B, M 
sera le milieu de O'B, 

De là, cette construction très simple de la normale à la 
strophoïde ; 

Pour avoir la normale en un point B (Tune slropho'ide de som- 
met et de point double 0\ on joint le point B au point de ren- 
contre N des perpendiculaires élevées respectivement à OB, en 0, 
et à O'B, en son milieu M. 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu, de M. Mansion, la lettre suivante : 

Gand, le 27 juillet 1888. 

Monsieur et cher collègue. 

Voici, enfin, la petite remarque sur les formes quadratiques, 
dont je vous ai parlé autrefois, et qui, je m'en aperçois mainte- 
nant en la retrouvant dans mes notes, se réduit à presque 
rien. 

C'est une simplification de la fin du n® 344 de votre Algèbre. 
Je suis forcé, pour me faire comprendre, de reproduire la 
majeure partie des pages 374 et 375. 

Supposons que Ton ait, entre p + y fonctions linéaires de n 
variables (n > p > q) 

f^ = a^x -h b^y -h ... 4- lit, 9i = a^x -h piy -\- . . -h "k^t, 
/*2 = a^x + b^y + . . 4- l^t, 9>2 = a^a; -f- B^y -f . .h \t, 

fq =r a^ + bplf + . . . 4- Ipf, (p^ = OLqX -h ^ qlj + . . . + Iqt, 

une relation de la forme 

(1) /Î + /1+ ••• +/"^ = ?? + ?i+ ••• +??• 

Je dis que les fonctions /i, A- . . . fp vérifient, au moins, une 
relation du premier degré. 
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En effet, prenons les dérivées par rapport à a?, t/, ... /, de 
réqualion (1). Il viendra 

kf\ "•" '2/i H- • -+- Ipfp = X^Cpi + XgCp, + . . . -h Ag(pg. 

Posons les seconds membres de ces équations égaux à zéro 
et résolvons les équations, ainsi obtenues, par rapport à x, y, 
... t. Puisque le nombre n des inconnues surpasse le nombre 
q des équations, n — 9 au moins de ces inconnues sont arbi- 
traires. Prenons, pour ces inconnues arbitraires, des valeurs 
quelconques, différentes de zéro. Ces valeurs non nulles, avec 
les valeurs correspondantes des autres inconnues, sont des 
solutions des équations 

^1/1 + ^a/2 +...-+- àpfp " o. 



Ufi -f- '2/2 + • • • + ^pfp = <>• 
Appelons ji, ^j, . . . , g^p les valeurs que prennent fu f^, ... 
fp, quand on y substitue les valeurs des inconnues dont il 
vient d'être question. On aura, identiquement : 

«1^1 + ^'2^2 + • . H- Opgp = o. 

ài9\ -^ Kg^ + . . . -h hpgp = o, 



k9i -+- ^2^2 + . . . + IpQp = o. 
Multiplions ces équations, respectivement, para;, i/, . . . / et 
ajoutons-les. Il viendra 

ffiA + 9J%+ . • • + 9pfv = Oy 
c'esl-à-dire une relation linéaire entre les p fonctions /i, /i, 

• • • fp» 

La démonstration précédente est en défaut dans le cas 

exceptionnel où 

ffl = o, 92= o, ... Çp = Oy 

de quelque manière que Ton choisisse les valeurs arbitraires 
dont on a parlé plus haut. Mais alors, comme vous le remar- 
quez, les équations 

fi = o, f^ = o, . , . fp — o 
ayant au moins n — g de leurs inconnues arbitraires, d'après 
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un théorème connu, les fonctions /î, /*„ ... /p ne peuvent être 
linéairemeni indépendantes. 

Remarque. — Vous observerez que je ne me sers pas des 
symboles e^, e^, ... e^; tj^, yij, . , . y[q habituellement employés 
pour rappeler que certains carrés /^ ou ç" sont précédés du 
signe + et du signe — . Ces symboles me semblent inutiles. 
Les coefficients des fonctions /* et cp étant réels ou imaginaires 
on peut supposer dans la relation (1) et dans la plus grande 
partie delà théorie des fonctions homogènes du second degré, 
que tous les carrés sont affectés du signe 4-. 

Agréez, Monsieur et cher collègue, l'assurance de mes 

meilleurs sentiments. 

P. Mansion. 



EXERCICES ÉCRITS 



13. — On considère un triangle ABC et Tellipse circon- 
scrite r ayant, pour centre, le centre de gravité ABC. 

Soit P une parabole quelconque inscrite au triangle consi- 
déré; les tangentes communes à P et à F se coupent en un 
point I, dont on demande le lieu géométrique. 

Note sur rexerclce 12. 

{Voyez Fénoncé, p. 164.) 

Le faisceau A, A' étant représenté par 

{y — mxf — a*Tn} — 6* = o, 
l'équation de F est 

[y — mxY — a«w' — 6« + (mj/ + a? -h fi)* = o. 
D'après cela, le faisceau AB, CD a pour équation 



(y 



— mx)^ — aHn^ — 6* + (my + a; H- ji)* -h X ( ?; + 7; — A = o. 



En écrivant que le discriminant est nul, on obtient une équation en X 
dont une des racines, Xt, est 

Xi = — a^m* — 6*. 

En faisant, dans (1), X = Xi, on trouve, pour les équations des droites 
AB, CD : 

amy bx 

my -hx-h \t. = —7 1 > 

a 

nmy f x 

my 4- 0! + {1 = 

a 
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Écrivons, maintenant, que les droites correspondantes sont tangentes à 
Tellipse, on a 

|j.* = (i ^-m«)(a±6,^ 

En supposant que les distancesMe PQ au centre de Tellipse, varient de 

l'oo k zéro, on trouve, d'après ces résultats, la réponse aux questions 

posées dans les paragraphes (a) et (6). Si Ton pose m = tg ç, et si l'on 

considère le cercle l\, Téquation de PQ est 

X V . a—b 

- cos cp H- T sm © = • 

a h a-\-b 

L'enveloppe de PQ (§ c] est une ellipse homothétique à la proposée. 

Les coordonnées des points Mi, M^ sont, respectivement : 

x^ =: a cos 9, XiZ=z a cos 9, 

Vi =b sin 9, y^=z — b sin 9. 

Ainsi (§ d] M,Mj est une corde principale de l'ellipse. Cette droite MiMj 

coupe Fi et r,, abstraction faite des points Mi, M2 en Nj, N3. Le lieu de 

ces points est un système de deux ellipses dont les équations sont 

X* w* x^ t/* 



a« (2a + 6)* ' a* (2a — 6)» 
Enfin (§ e], en éliminaat 9 entre Téquationde PQ et celle de la tangente 
en Ma, on trouve que le lieu demandé est une Kreuzcurve. 



QUESTIONS RESOLUES 



5. — Quelle est la nature de la courbe Ç, intersection de deux 
parabolo'ides S, S', qui ont un plan directeur commun. 

Soit P = o, réquation du plan directeur commun. S, 23' 

peuvent être représentées par 

PQ = R, PS = T, 

P, Q, R, S, T désignant des formes linéaires homogènes, en 

a;, y, z, t. 

On a donc 

R T 

(1) I'=Q=S=«- 

La courbe Ç, en question, est unicursale. Les coordonnées 
Xy y y z d'un point de î s'expriment en effet, grâce aux for- 
mules (1), par des fonctions entières de 6, 

En cherchant Tintersection de Ç avec un plan quelconque, 
on trouve, pour déterminer 6, une équation du troisième degré; 
ainsi, Ç est^ en général^ une cubique gauche unicursale. 

On explique ce résultat par des considérations géométri- 
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ques, en observant d'abord que les surfaces S, 2' sont tan gentes 
au plan de Tinfini. En considérant alors les droites représentant 
l'intersection de ce plan avec S, S', on voit que les deux géné- 
ratrices qui sont parallèles à P se confondent; donc, etc. 

Parmi les propriétés de la courbe Ç, en question, on peut 
encore signaler la suivante : Il existe une infinité de parabo- 
lo'ideSf ayant un plan directeur commun, passant par cette courbe. 

6. — Construire une hyperbole H, connaissant un point M et 
les extrémités A, A' de Vaxe réel. 

En appliquant la construction indiquée dans notre Traité de 
Géométrie analytique (p. 462, fig. 131), on déterminera une 
droite A perpendiculaire à A A', transformée réciproque de H, 
dans le sens que nous avons donné à ce mot (Voyez le Journal de 
Mathématiques spéciales, et notre Essai sur la Géométrie de la 
règle et de Véqaerre). L'hyperbole H se construit, point par point, 
au moyen de A, en prenant sur A, un point quelconque G; la 
perpendiculaire élevée, en- A, à GA, rencontre CA'enun point 
situé sur H. 

Notamment, les points à l'infini s'obtiennent en prenant, 
sur A, le point d'intersection de A avec le cercle décrit sur AA' 
comme diamètre. 



QUESTIONS ÉNONCÉES 



26. — Appliquer le théorème de RoUe à l'équation 

a? + tg a? — sin û5 = G ; 

en supposant que x varie entre — et tc • 

L'équation dérivée est 

I 

I H ;— = cosa? ; 

cos* X 

qui n'admet, pour a;, aucune racine réelle. En effet, le premier membre 
est plus grand que i ; le second nombre, au contraire, est tout au plus 
égal à I. 
La suite de Rolle est donc 

-9 e -H- Ê, iï. 

42 I 2 
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Les signes correspondants étant 

-h + 1 — +, 

on voit queTéquation admet dans l'intervalle considéré une seule racine 
réelle. 

27. — Quelle est la surface représentée par 

(« H- Xt/ -f- z){x H- [JLt/ H- ^) + 20? + vy -h 2^ — O. 

Le premier membre est une fonction de t^ et de {a)-\-z) ; la surface pro- 
posée est un cylindre. 

Le cylindre est hyperbolique si X — {jl est dififérent de zéro. En suppo- 
sant X = (I, on a un cylindre parabolique. Enfin si X = (i = v, Téquation 
représente deux plans parallèles. 

28. — Condition pour que 

y '- mx ■+■ n 

représente une droite normale à une hyperbole équilatère, 

rapportée à ses asymptotes . 

L*équation de l'hyperbole étant 

xy = a^f 
on trouve facilement mn* = o*( i — n*j*. 

Si Ton pose m = <S l'équation générale des normales sera 

29. — Construire la courbe F représenté par 



y = ±i \/ X* — 3a; H- 2 ± 



I 



y/x* — 3x H- 2 



On peut construire d'abord l'hyperbole H représentée par 

Y» = aj' — 3a; + 2. 
On obtient les points de F en prenant, sur H, un point M {x, y)^ et, à 
celui-ci, on fait correspondre sur F des points M^, Ma, M3, M4, en posant 

De cette remarque, on déduit la forme de F. 

30. — Dans toute conique, deux cordes conjuguées, pas- 
sant par un foyer, sont rectangulaires. 

On peut vérifier cette propriété par un calcul fort simple ; on peut aussi 
la démontrer géométriquement, en observant: i* que la direction est la 
polaire du foyer; 2* que la droite obtenue en joignant un point P de la 
directrice, au foyer correspondant, est perpendiculaire sur la polaire de P. 

31. — Construire le lieu représenté par Téquation 

2y = x'*[2 ±. \Jx +1). 



«"W 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE 

1" SECTION, 1888. 



Géométrie analytique. 

Étant donnés deux axes rectangulaires Ox, 6y, et un point A sur Taxe 
des rr, on considère le fîadsceau des coniques pour lesquelles Taxe des y 
est une directrice et le point A un sommet de Taxe focal. Par un point 
quelconque M du plan des axes passent deux coniques de ce faisceau, 
réelles ou imaginaires. 

10 Déterminer les parties du plan dans lesquelles doit âtre le point M 
pour que les deux coniques du faisceau qui passent par ce point soient 
réelles, et celles où il doit être pour que lea deux coniques soient imagi- 
naires. (La ligne de séparation est de degré supérieur au second.) 

2* Reconnaître, d*après la position d'un point par lequel passent deux 
coniques réelles, le genre de ces coniques. 

S"* Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées, de Tori- 
gine des coordonnées, à toutes les coniques du faisceau considéré. 



QUESTION 64 

Solotlon. 



Construire une parabole, connaissant le cerck osculateur en 
un point A, et la tangente commune qui ne passe pas par le 
point dHosculation. (Kœhler.) 

Considérons une parabole P; soient F son foyer, D sa direc- 
trice, Ao) la normale en un point A, o) le centre de courbure, 
G le milieu de Ao). Il est facile de vérifier que le segment AG 
est vu, de F, sous un angle droit. En effet, on sait (C. M. S. 
tome II, § 364; que wA = 2AR (*), R désignant le point de 
rencontre de Ao) avec la directrice. Abaissons AB perpendi- 
culairement à D; les triangles ABR, AFG ont : AF = AB, 
AR = AG et, en outre, les angles BAR, /AG sont égaux, puis- 



(*) Ce théorème est dû à Poncelet: Voyez Nouvelles Annales^ XW^ 
p. 185 (notQ au b^ de la pagç) et t844, p. 528t 



212 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

que la tangente en A est bissectrice de l'angle BAF. Les 
triangles considérés sont donc égaux; ainsi AFC est un angle 
droit. 
Cela posé, soit MT la tangenle commune à P et au cercle 

osculateurû);elle 
rencontre la tan- 
gente,enA,enun 
certain point T. 
Menons encore 
TH perpendicu- 
laire sur D; nous 
avons 
TAF = TAB 
= ATH, 
et, par une pro- 
riété connue, 

ATF = DTH* 
Ainsi, l'angle 
TFà est le sup- 
plémentaire de l'angle donné MTA; le point* F se trouve donc 
à l'intersection d'un cercle passant par A, par T tangent à TM ; 
et d'un second cercle décrit sur AG'comme diamètre, C étant 
le milieu de la droite donnée Aa>. 

Nota. — > Solution, en partie, analytique, par M. Léon Clément, élève 
au lycée de Rouen. 




QUESTION 102 



(solution géométrique) (*) 
* On donne une ellipse E et l'on considère la droite A, qui a pour 

. ,. X a«-4-b« 

écniatton - = • 

^ a c* , 

Soit M un point pris sur Vellipse, et soit A' la tangente en ce 

point: A' 7^encontre A en un point P. On joint ce point P au som-- 



(*) Voyez une solution analytique {Journal, 1885, p. 188)» 
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met de droite A, et Von élève à AP, en A, une perpendiculaire 
A" (^}. Démontrer qœ la droite AM est bissectiHce de V angle 
formé par A" avec le grand aoce AA'. Déduire^ de cette remarque j 
une construction de la tangente en un point de Vellipse, au m^yen 
de la règle et de Véquerre. On suppose que les sommets de la courbe 
sont seuls connus. (G. L.) 

La perpendiculaire élevée, en A, à la droite MA, rencontre 
A'M en R, sur A (**); la propriété 
en question sera démontrée si 
nous faisons voir que APR est 
un triangle isoscèle. 

Elevons AB perpendiculaire 
sur AA'; soit B le point oîi elle 
est rencontrée par A'. dési- 
gnant le milieu de AA', OB passe 
par le milieu de MA et, par con- 
séquent, par le milieu G de AR. Soit Die milieu de MR; nous 
allons montrer que les trois points D, G, P sont en ligne droite. 

™ «.. PB AH 2AI AI 

En effet. 




PM 



HK 



HK HK 



HK 
Mais on peut considérer AI et comme les projections 

des longueurs BG et = MD, sur AA'. On a donc 



PB 
PM 



BG 
MD 



Ainsi les points P, G, D sont en ligne droite ; or GD est 
parallèle à AM ; elle est donc perpendiculaire à AR; par suitO; 
APR est isoscèle etc. . . 

On peut déduire de cette remarque, comme j'avais proposé 
de le faire, une construction de la tangente à l'ellipse, au 
point M, connaissant les quatre sommets de la courbe, au 
moyen de la règle et de l'équerre. Mais la construction que 



(*) Lettre oubliée dans renoncé proposé. 

(•♦) Journal, 1882, p. 49; G. M. S.; tome II, p. 35, 381. 
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j'ai indiquée (G. M. S, t. Il, § 288) et surtout celle que j'ai don- 
née dans V Essai sur la géométrie de la règle tt de Véquerre (§ 49) 
sont préférables . G. L . 

Solution analytique par M. Ferval. 



QUESTION 131 

Solotlon* 



On considère une ellipse E, et^ sur le grand axe kA.\ quatre 
points fixes P, F; Q, Q' ; étant le centre cfe E, on suppose 

OP = OF = d, 
OQ = OQ' = d'. 
Ceci poséf on prend, sur E, un point mobile M, et l'on joint M aux 
quatre points fixa. Ces droites rencontrent l'ellipse en des points 
C, G'; D, D'; les droites CD, G'D' se coupent en un point I dont on 
demande le lieu géométrique. 
Ce lieu est Vensemble de deux coniques. (G. L.) 

Nous posons 

Soit 9 l'anomalie de M. On trouve facilement, pour les équa- 
tions des droites GG', DD': 

X V 

U = — cos (W- K f sin 9 + i = o , 
a ^ b ^ 

X t/ 

V = — cosç + K' ? sin © 4- i = o. 
a b ^ 

Le faisceau GD, G'D' est donc représenté par 

Prenant les dérivées partielles, par rapport à a;, y, a, on 

trouve d'abord 

X =^ a cos 9 ; 
puis, finalement 
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Cette équation est homogène (*) par rapport à -|j et à i -\ 

elle se décompose donc en deux facteurs. 

On obtient, tout calcul fait, les deux ellipses correspondant 
aux équations suivantes 

Nota. — Autres solutions par MM. Gh. Martin, lycée Gondorcet; Giat| 
au Ijcés Saint-Louis, classe de M. Ed. Lucas. 



QUESTION 137 

Solution par M. Léon Glément (Lycée de Rouen ) 



Au moyen de Chexagramme de Pascal^ construire le sommet 
d'une hyperbole H connaissant l'axe transverse A, deux points A,B. 
et la direction d'une asymptote, Em. Lemoine,) 

Soient A', B' les symétriques des points A, B, par rapport à A. 
On connaît, pour H, unpoiotdàrinfini, dans la direction donnée, 
et quatre points A,B; A', B'; l'application du théorème de Pascal 
permet de construire la tangente au point 6, c'est-à-dire Tune 
des asymptotes de H. On obtient la seconde asymptote en 
prenant, par rapport à A, la droite symétrique delà première; 
bt Ton est ramené au problème connu : trouver les sommets 
(Tune hyperbole, connaissane les asymptotes et un point. . 

Les points donnés A, B ne sont pas, bien entendu, symé- 
triques par rapport à A. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



252. — Soient PA, PB, PC, PD les quatre normales issues, 
d'un point quelconque P, à une ellipse. 

1« Si la droite AB tourne autour d'un point fixe M, la corde CD 
enveloppe une parabole tangente aux deux axes. Réciproque. 

(^) La remarque faite ici est très importante ; dans plusieurs exemples, 
on trouve occasion de rappli(pier. 
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2^ Trouver le lieu des foyers de ces paraboles lorsque le 
point M parcourt une droite donnée. (L. L.) 

253- — On donne une courbe D et deux droites Oa?, Oy ; par 
un point M, mobile sur U, on trace la tangente qui coupe : Ooj, 
en A; Oy en B. Les parallèles menées par A, B aux droites 
Oj/, Ox se rencontrent en I; ce point I décrit une courbe V. 

Démontrer que la tangente à Y, en I, est conjuguée harmoa 
nique de IM, par rapport aux droites lA, IB. 

Si V est une droite, AB enveloppe une parabole P ; .déter- 
miner, par application de la propriété signalée, le point de 
contact de AB avec P. 

Si V est une ellipse (ou une hyperbole) ayant pour diamètres 
conjugués les droites Ox^ Oy\ Y est une quartique unicursale 
correspondant à l'équation 

oj'y» = Arc* + Bj/". 

Dans le cas de l'ellipse, on a AB > o; la quartique est la 
kreuzcurve. Déduire de là le tracé de cette courbe par points 
et par tangentes. 

Dans le cas de l'hyperbole, on a AB < o; la quartique 
correspondante est remarquable, on la rencontre dans plu- 
sieurs questions. (G. L.) 

N.-B. — On trouvera une autre solution, pour la construc- 
tion, par points et par tangentes, des courbes U et Y, associées 
comme il vient d'être dit, dans notre Note sur les courbes para- 
lèles, etc. (Journal, 1886, p. 201). 



Note. — Nous publierons, dans le prochain numéro, la fin de l'article 
intitulé: Sur les Coniques inscrites dans les quartiques bi-^irculaires {Journal, 
p. 180). 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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THÉORÈMES SUR LES EQUATIONS ALGÉBRIQUES 

Par M. Ang* Poulain. 

{Suite et fin, voir p. 193.) 



44. — Le théorème suivaat a le même but que les deux 
précédents; mais il emploie un multiplicateur unique pour 
tous les X. Suivant les cas, ce sera Tun ou l'autre de ces théo- 
rèmes qui sera le plus avantageux. Ils peuvent, du reste, être 
appliqués indépendamment les uns des autres et autant de 
fois qu'on veut. 

45. Théorème V. — La règle de Newton subsiste, si on multi- 
plie les X par un même facteur arbitraire K, pourvu qu'il sur- 
passe I. 

En effet, nous pouvons (théorème IV) multiplier les X par 
les fractions 



I H > I H » I H- 



nq nq -h 1 nq -{- 2 

oîi n et qf sont des entiers. Nous pouvons môme remplacer ces 
fractions par une de leurs puissances entières pq (même théo- 
rème). Je dis que je puis disposer de n et p de manière que 
pour g tendant vers Tinfini, ces fractions tendent toutes vers 
le nomhre donné E. 
En effet, la première fraction est 

p 
Pour q tendant vers Tinfini, (1) tend verse**. Or on sait 

qu'on peut disposer des entiers p et n de manière que cette 

quantité tende vers un nombre donné E, plus grand que i . 

Considérons ensuite la seconde fraction, qui est 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1887. lO 
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E. 

qui, pour q tendant vers l'infini, tend encore vers e**, c'est-à- 
dire vers K. Et ainsi de suite. 

46. — Supposons maintenant qu'au lieu d'une suite de 
signes —, dans la série quadratique, on ait une suite de signes 
+ . On pourra, parfois, y introduire des variations, par une voie 
toute différente des précédentes. On multipliera /"(a;) para?+a, 
a étant positif; et on appliquera la méthode graphique, si 
simple et si remarquable, découverte par M. Désiré André 
pour résoudre le problème suivant: Étant donnée une suite de 
polynômes en a, disposer de ol de manière à amener^ dans cette 
suite, le mcucimum ou le minimum de variations (*). 

47. — Or, il y a trois manières d'appliquer ici cette méthode : 
l^ Les nouveaux coefficients sontdes polynômes en a. On sait 

qu'ilspré8entent,awpiu5,autantdevariations que les coefficients 
primitifs. On disposera de a de manière à amener une diminution 
maxim um et, ensuite seulement, on applique la règle de Newton; 

2® On peut disposer de a de manière que la série quadrati- 
que présente le maximum de variations ; 

3® Après avoir multiplié chaque terme de la première ligne 
par le terme correspondant de la seconde, on trouve une troi- 
sième ligne et Ton dispose de a de manière qu'il y ait le mini- 
mum de variations. Si l'on réunit alors cetleligno à la première, 
le nombre des variations doubles est une limite nouvelle 
du nombre des racines positives. 

En effet, si on avait primitivement les combinaisons 

-I h H 1- 

-h+ +4- 

elles sont remplacées par 

— h H h 

— h h H 

et comme le nombre des premières était la limite de P(16;, il 
en est de même, a fortioyHy des secondes. 

48. Remarque. — Nous avons exposé (34) une générali- 
sation du théorème de de Gua. M. D. André en a trouvé une 



(•) Annales de VÉcole normcUey 1885. 
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autre, par une voie toute différente (*). Sans entrer dans de 
grands détails, disons que celte méthode revient à considérer 
encore les fonctions quadratiques dépourvues de X (4), mais 
elle ne prend que celles qui sont négatives, en omettant une 
de ces fonctions, sur deux, quand elles sont consécutives, et 
négligeant aussi celles qui ne satisfont pas à une condition 
appelée compatibilité des trinômes. 

Gela posé, soit K le nombre des fonctions quadratiques 
non effacées. Le nombre des racines imaginaires est, au 
moins, égal à 2 K. M. André a prouvé que c'est là le nombre 
maximum des variations perdues quand on multiplie par 

a? -h a. 

Malgré tout le bien que nous pensons du théorème de 
M. André, nous devons déclarer qu'il vaut mieux se servir de 
la règle de de Gua généralisée. Non seulement elle exige 
moins de calcul, mais elle donne un rendement au moins égal. 
En effet, supposons une équation complète ; et soient, dans la 
série quadratique, des termes négatifs. Mettons en évidence 
les deux termes positifs qui encadrent ce groupe. 

Étudions d'abord les deux combinaisons 

H h, H h 

La règle de de Gua indique, par ce groupe, deux racines 
imaginaires. 

La règle de M. André en indique souvent mo^ns, car les 
termes négatifs doivent vérifier d'autres conditions, avec le 
reste du polynône (conditions de compatibilité). 

Soient maintenant les deux combinaisons 

H h, H ' h 

Notre règle conlinue à n'indiquer par là que deux racines 
imaginaires. La règle de M. André en indiquersi souvent moins ^ 
pour la même raison que tout à l'heure ; msiis jamais plus. En 
effet, on peut prouver que les trinômes qui doivent intervenir 
sont toujours incompatibles entre eux. 

Tout se passe donc comme s'il y avait un seul signe —, et 
l'on trouve, au plus, deux racines imaginaires. Le raisonne- 
ment se continuerait d;^ la même manière. 

- - " * 

{*) Annales dé P École not*male, 1882. 

:::-*' • ^' 
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SUR LES CONIQUES 

INSCRITES AUX QUARTIQUES BI-GIRGULAIRES 

(Suite et fin^ v. p. 180.) 



Les coniques obtenues sont-elles les seules répondant à la 
question? Pour le voir, il faut laisser de côté les procédés 
synthétiques et employer une méthode analytique. 

A cet effet partons de l'identité 
(6) (G - G)(G + G) s: - SdH- kEz^ 

(oïl nous avons rendu homogène pour pouvoir discuter les 
points à rinfini) et considérons les points communs à S et à 
G — G. Il y en a quatre qui doivent être; soit sur E, soit 
sur^*; d'où plusieurs hypothèses; 1" les quatre points sont 
tous sur E ou tous sur z*; i^ deux sont sur E, deux sur js*; 
3** 1 sur E, 3 sur z*. Mais, dans cette dernière hypothèse, on 
voit facilement qu'il y aurait un point à l'infini commun à S, 
G — G, G + G et, partant, aussi à G. Ainsi, S passerait par un 
point cyclique, de sorte que l'hypothèse doit être rejetée. 

Dans la première hypothèse on aura l'une des deux identités 
G - G s XS -4- {xE, G - G =: XS + ^ 

La transformation (1) (cf. art. préc.) permet de faire X = o, 
en substituant, on retombe sur les coniques (3). 

Dans la seconde hypothèse, comme les quatre points com- 
muns à G — G et à E doivent être sur S ou sur ex, et que les 
points communs à S et à E doivent être sur G — G ou sur 
G 4- G, de même que les points communs à c et à E, on a : 
deux points communs à S, G — G et E 
deux points communs à S, G + G, E 
deux poiûts communs à cy, G — G. E 
deux points communs à (j, G -h G, E 

Si Pf 9, r, s sont les droites qui joignent ces points, deux 
à deux, on peut écrire : 

- ( G - G =: mE + pq, S s pE + Mpr, 

[^ / G -H G s nE + r.s', a =: p'E -h N^5. 

En substituant dans l'identité (6), on voit que tous les termes 
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contiennent E en facteur à l'exception de (i — MN) pqrs. On 

a donc MN= i . Comme on peut multiplier p par M et y par —« » 

on peut faire M = N = i . 

Si, dans le résultat de substitution précédent, on supprime 
le facteur E, on obtient 

(8) (mn — pp') E -h npq -+• mrs — pqs — p'pr ^ A; 

de plus, une équation de condition s'obtient en éliminant G 
entre les deux premières équations (7). 
On a ainsi 

(9) 2G — (m -h n)E sp? -f rs. 

Formons, avec les équations (8)et(9), la combinaison linéaire 
(n— X)pg-h(m— X)r5— pgs— p'przsA— 2XG— [mn— X(«n-n)— pp'JE. 
Si Ton détermine a par l'équation 

(10) (m - X)(n - X) - pp' = G, 

le premier membre de cette identité se décompose en facteurs. 
De plus, le second s'écrit 

ik - 2XG + X*E. 
Les deux racines de l'équation (10) sont donc des valeurs 
de X pour lesquelles l'équation (3) représente deux droites. 
Supposons ces valeurs distinctes et désignons-les par X^ et [Xq; 
soient PQ, FQ' les deux systèmes de tangentes doubles cor- 
respondants. Le système des équations (8) et (9) est alors 
équivalent au système 

^ ^ l P'Q' s: (m - (Xo)r5 + (n - [Ao)pg' - pq-^ - p'pr. 

On obtiendra la décomposition des seconds membres en 
remplaçant p' par sa valeur tirée de l'équation (10) (en ayant 
soin de faire, successivement, X = Xo, X = (Xo). Puis on égalera 
les facteurs deux à deux. L'une des quatre combinaisons 
possibles sera 

pAP s: (m - \)r - pq; -- s ps - (n - Xo)p; 

(12) { Q, 

phy^ (m - iXo)r - pq; -^ s: p5 - (n - {Xo)/?. 

En résolvant par rapport à p et r, et reportant dans la troi- 
sième identité (7), on retombera sur l'équation (5). 
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L'équation (4) aurait été obtenue en intervertissant P et Q, 
ou P' et Q', dans les équations (12). 

Le cas oii Téquation (10) aurait ses racines égales à Xo 
ne donne rien. En effet, on aurait d'abord m + n = 2\, de 
sorte que Téquation (9) deviendrait 

2(G — ^oE s p5 -4- rs. 
D'ailleurs la première ligne du système (11) subsisterait. 
Considérons le point donné par les équations P = o, Q = o. 
En ce point on aurait 

(m - Xo)r — py = o, ps - (n - Xo)p = o ; 
et, par suite, puisque m —■ "k^ et n — \ sont égaux et 
de signes contraires : 

pq -h rs s 2{G — XoE) = o ; 
circonstances dont nous avons déjà remarqué l'impossibilité. 



CONCOURS D'AGREGATION DE 1888 

Mathématiqn^es spéciales. 

ptir M. Lbvavassbur, professeur au lycée de Moulins. 



On donne un ellipsoïde S et deux points P et P', et Von con- 
sidère les ellipses G et G' suivant lesquslles Vellipso'ide est coupé 
par les plans polaires des points P et P'. 

y® Démontrer que les coniques G et G\ et les points P et P', 
sont situas sur une quadrique 2, qui, en général y est unique. 

i® Discuter cette quadrique en supposant que le point Y se 
déplace dans V espace, le point P et Vellipso'ide S restant fixes, 

3^ Les points P et P' étant supposés fixes et situés de façon que 
la qu4idrique 2 soit indéterminée^ trouver le lieu du centre de cette 
quadrique. 

4^ En supposant que les points P et P' se déplacent de façon 
que la quadrique S soit une sphère, trouver la surface enveloppe 
E de cette sphère, 

5® Peut-on déterminer un point A tel que la transformée par 
rayons vecteurs réciproques de la surface E, en prenant le point 
A pour pôky soit un cône du second degré ? 
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X^ lyî tri 

1« Soient S = - + f , + - - i -: o, 

o* 6* c» 

réquation de rellipsoïde donné, rapporté à ses axes; a, p, y 

les coordonnées du point P ; a', p\ y l^s coordonnées du point P' , 

our Su yz 

a* 6* c« 
réquation du plan polaire du point P, et 

a'a? 6't/] y'5 

a* 6« c« 
réquation du, plan polaire du point P'. 
L'égalité 

Va- 6* c* / \a« 6« c* /\a* 6» c* / 
représente Téquation générale des qaadriques'passant par les 
deux coniques G et G'. Si nous cherchons à déterminer X de 
façon que Tune de ces quadriques passe par le point P; ou par 
le point P', nous trouvons : 

W ^ 6ï ^ F' - 'A ■^^"^ï^'^'^V-"' 

\a' b* c' /\ a* b* c* / 
Donc, si l'un au moins des points P ou P' n'est pas situé 
sur l'ellipsoïde la valeur de X est bien déterminée, et la qua~ 
(irique S dont l'équation est 

" V^ "^ 6^ "^ ^ ~ V\^ + -F + "3Ï" " V - °' 
passe par les points P et P' et par les coniques G et G'. 

QtOt 68 VY 

2<» Posons R=-_+i^ + JLL_ I. 

a* 0* c* 

L'équation de S est : 

RS — iTTu' = /"(a?, j/, ^) = o, 

et Ton a /^ = — (2Raî — aTu' — a'Tc), 

/; = ^ (2% - p,.' - ^',c) 
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f, = i (2R« - -pt' - i-^), 

c 

Cherchons d'abord les coordonnées du centre de la surface. 
Il faut résoudre les équations 

2ltr = OLTz' 4- air, 

2R55 == Yic' -4- y'tc. 

a B Y 

Multiplions les respectivement par -^» r;* 1' ®^ ajoutons 
ces résultats. On a 

2R(7r -4- l) = (Sp -h i)7c' + (R -4- Ott. 

De même, on trouve 

2R(ic'-4-i) = (Sp. + i)7u H- (R -4- iK ; 
en posant 

^ a« S« Y« ^ a'* S'« /« 

^ a* 6* c* '^ o" (>• c» 

De là nous tirons 

2R(Sp -4- R) 

'^ "(Sp+ i)(Sp.-4- i)-(R- !)•' 

2R(Spr -4- R) 



7C = 



(Sp + i)(Sp. + I) - (R - i)« 
l^es trois coordonnées du centre sont donc : 

«(Sp, + R) + a'(Sp + R) 

(Sp+ i)(Sp,+ ,)-(R-,)« 

p(Sp, + R) + p'(Sp -t- R) 



tZ/Q 



Vo = 



(Sp+ i)(Sp. + i)-(R- t)» 



z. 



_ y(Sp. + R) + /(Sp + R) 



• (Sp + i)(Sp-+ 0- (R- 1)* 
Le oentre est rejeté à l'infini si l'on a 

(Sp+ i)(Sp, + i) = (R- i)', 
c'est-à dire si le point P' est sar la surface dont l'équation est 

la' -^ 6? -^ Wl'Sï ^b^^7*)~W^¥^'^~V-°' 

laquelle représente un paraboloïde elliptique p«. 

Pour que la surface S soit un cône ou un cylindre, il faut 
et il suffit que les coordonnées du centre satisfassent à 
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l'équation ^ + w = 2R, 

ce qui donne SpSp' — R» = o. 

Le point P' est alors sur le cône ayant pour sommet P et 
circonscrit à rellipsoïde. Si Ton cherche Tintersection de ce 
cône avec le paraboloïde, on trouve que ce dernier est inscrit 
au cône, le plan de la courbe de contact étant représenté par 
R + Sp = 0. Enfin on peut observer que si le point P' se ment 
dans le plan dont Téquation est R = O; la surface 23 se com- 
pose des deux plans des coniques G et G'. 

Toutes les surfaces 2 passent par une conique fixe, la coni- 
que G; cherchons Tintersection, avec la surface, du diamètre 
conjugué du plan de la conique G. 

Les équations de ce diamètre sont 

2RaJ — (Ln — (x'tt _ 2R1/ — Çnz — ^'tz __ 2R^ — ytt' — y'ir 

2Ra; — oLTz 2Rt/ — 6'ir iKz — y'tt 

ou = — ^ ^ ^ = ^— = p. 

a p Y ^ 

D'oïl 2Ra5 = OLT, + ap, 

2Ry = P'tt + Pp, 

2Ris = y'^ + TP« 
On en déduit 

2R(S -4- = 'ï^(^' -♦- l) -H (îT -4- l)p, 
2R(w -4- l) = (R -h l)7r -4- (Sp-4- ijp, 

2R(7c' -4- l) = (Sp'H- l)7t -4- (R + l)p, 

avec RS = titc' 

L'élimination de S, tc, t: entre ces quatre équations, donne 
(Sp+i)[(SpH- i)(Sp.+ i)-(R- i)«]p«-4Rp(Sp-4- i)(s;+R) 

-4. 4R»(Spr + R») = o 
Si les racines de cette équation sont réelles, on a un ellip- 
soïde, ou un hyperboloïde à deux nappes; si elles sont imagi** 
naires, un hyperboloïde à une nappe. 
La condition de réalité est 

4Ra(Sp H- i)«(Spr + R)« 
-4R*(Sp-4- i)(Sp.-4-R«)[(Sp-4- i)(Sp.+ i)-(R- 1)«] > G, 
ou 4R» (Sp + i)(R - i)*(R« - SpSpr) > o. 

Le cône représenté par SpSpr — R* = o sépare donc l'espace en 
deux régions dans l'une seront des hyperboloïdes à une nappe, 
dans l'autre les hyperboloïdes à deux nappes et leâ ellipsoïdes. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1888. 10. 
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Distinguons trois cas. 

1^ Le point P est extérieur à Tellipsoïde. 

(1) A Vextérieur du cône. On a des hyperboloïdesà une nappe. 

(3) Sur k cône. On a des cônes ; et exceptionnellement, des 
cylindres sur la courbe de contact du cône et du paraboloïde 
p; deux plans, sur la conique G. 

(3) AVintérieur ducôney extérieurement au parabolo'ide. Des 
hyperboloïdes à deux nappes. 

(4) A l'intérieur du, cône et du parabolo'ide. Des ellipsoïdes. 
2° Le point P est sur Tellipsoïde, alors Sp = o ; le cône do 

sommet P devient le plan tangent en P à Tellipsoïde ; le para- 
bolo'ide pe est tangent en P ^ ce plan. 

(1) D*un côté du plan tangent. On a des hyperboloïdes à 
une nappe. 

(2) Sur le plan tangent. On a des systèmes de deux plans. 

(3) Entre le plan tangent et le parabolo'ide. On a des byper- 
boloïdes à deux nappes. 

(4) Sur le parabolo'ide. Des paraboloïdes. 

(5) A l'intérieur du parabolo'ide. Des ellipsoïdes. 

3* Le point P est intérieur à l'ellipsoïde ; il n'y a plus 
d'hyperboloïdes à une nappe. 

(i) A Vextérieur du parabolo'ide. On a des hyperboloïdes à 
deux nappes. 

(2) A Cinténeur. Des ellipsoïdes. 

(3) Sur le plan polaire dupoint P. Des systèmes de deux plans. 
3° Supposons que la surface S soit indéterminée, c'est-à-dire 

que les points P et P' soient l'un et l'autre sur l'ellipsoïde. 

Les coordonnées du centre de la surface 2 satisfont aux 
équations : 

2'kX — air' — OLTz —- 0, 
2ly — p-K — P'tz = o, 
2'kz — ^Tz — y'w = o; 
d'où, en éliminant X, 

X y z 

Le lieu cherché se compose!® de la droite correspondant aux 
équations ir = o, it' = o, résultat qu'on aurait pu prévoir 
a. priori ; 2° de la droite PP', les deux égalités précédentes 
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étant vérifiées, quand on y fait 
i^ Les conditions pour que 2 soit une sphère sont 

puis pY + yP = o, 

ya' + ay = G, 

aP' -4- j3a' = G. 

Il y a lieu de distinguer ici trois cas. Prenons, par exemple, 

a = 0, 

a' = G, 
Sy' + yP' = O ; 

±/l£ . IL _ ,\ JL/^ YI _ ,\ ±(ll _ A 

On en déduit : 

_ c*{c^ - a») 
^^ "" 6* + c« - a» ' 



avec 







pp' 


6«(^ - 
6' + c» ■ 


a») 


ïl 


d'où 












6» 


+ 


Yï' 
c« 


6' 


+ c» - 
+ c« - 


20' 



- — _ ^ 



6« + c« - a* 
L'équation de la sphère est donc 

6« + c« - a«\â" "*" "6* "^ c«" " / 

a» 

OU enfin {x* 4- y" -4- ;$* + 6* + c* — 2a*) 

= (6. -. c. - a.) [^, ^ 1^.] . 

On remarquera que ces sphères passent par deux points 
fixes, dont les coordonnées sont 

1/ = G / ; 

^ , X = ± v/2a* - 6* - c*. 
z = o 
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Posons 

v/c* - a* v^a» - 6» ^ "" 6« + ç» - g» T' 

g(c' - Q')v/a« - 6* I 
"^ "" 6« + c* - a» X * 
L'équation de la sphère devient 
(ftt + c« - a'')[cii\/a} - 6' + 6^/c* - a«]X* ] 

— X6cv/(c* — a*)[a'^ — i*)[x" -h y» + js* + 6» + c* — 2a*] I = o. 

+ (a« - 6«)(c« - a*)[6^v/c« - o» - cyv/a* - 6«] ) 

D'oli l'équation de l'enveloppe 

[x* -h t/" -h -5* -4- 6* -4- c* — 2a*]* 

= 4(6t H_ c* - a*)[aî* + t/* + ^* - a*g + |! + |^ j . 

Cette équation peut être écrite ainsi : 

(x* -h y* -4- ;5* - 6* - c*)* 

S° Nous avons vu que toutes les sphères du système consi- 
déré passent par deux points fixes. Il est d'ailleurs aisé de 
s'assurer que ces deux points fixes fon t partie de la surface 
enveloppe et qu'ils sont même des points doubles de cette 
surface. Si nous transformons par rayons vecteurs réciproques 
en prenant l'un de ces points comme pôle, les sphères se trans- 
forment en plans qui passentpa r un point fixe, et qui par suite 
enveloppent un cône ; ce cône est du second degré puis- 
qu'une droite ne le rencontre qu'en deux points. 



CONCOURS GÉNÉRAL DE 1886. 

jiolntion par M. Hioux, professeur au Lycée de Nantes. 



/® Etant donnés une surface du second ordre S et deux points 
A. et B, on mène^ par le point B, une sécante qui rencontre la 
surface S aux points C et G' et le plan polaire dupoint A au point D. 

Soient M et Mf les points où la droite AD rencorUre les plans 
qui touchent la surface S aux points G et G'. 
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La sécante BD tournant autour du point B, on demande le lieu 
décrit par les points M et M'. 

2^ Ce lieu se compose de deux surfaces du second ordre, dont 
Fune est indépendante de la position occupée par le point B dans 
Vespace, et dont l'autre 2 dépend de la position de ce point. 

Chercher ce que devient la surface S quand, dans la construc- 
tion qui donne les points de cette surface, on fait jouer au point 
A le rôle du point B, et inversement. 

5® Le point A restant fixe, déterminer les positions occupées par 
le point B, quand la surface 2 n'a pas un centre unique à distance 
finie. 

PREMIÈRE ET DEUXIÈME PARTIES 

I, — Prenons pour surface S un ellipsoïde représenté par 
l'équation 

„ X* w* z^ 

E = — -4-I--4--- I =0. 

a» 6* c* 
Les coordonnées des points A, B, D, étant 

A(a, P, y), B(a p' /), D(aJi, yu ^i), 

les équations des plans polaires de ces points, par rapport à E, sont 

_ dx Sv YZ 

a* 6* c' 



viT 



d'x B'v v'- 
a" 0* c* 

_x,x y^y z,z 

K = ; H -r- H ;; 1=0. 

a« 6* C* 

Dans le cours du calcul, nous désignerons par P^, Q^, E^ 
les valeurs des fonctions P, Q, E pour x = x^, y = y^, z = z^. 
Nous poserons également : 

H -**-»- ^' a- Y' , TT' - "'* ^ ^'* ^ f'" , 



aa pp YY 

a» 6» c« 

II. — Les équations de la droite BD peuvent s'écrire : 

oc - ^' ^ y - P' ^ ^ - y' ^ j^ 

a^i - a yi - P' ^1 - ï' ~ ' 
Un plan T, tangent à E en un point {x\ ]f, z') a pour équation 
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^ x'x i/'ty z'% 
T = — + ^ + — -1=0. 
a* 6» c* 

Le point {x'j y\ z) devant être sur BD, on a 

a?' = a' + X(a7i — a'), 

y' = P' ^- X(yi - ^'), 

2' = / + X(i, - y'). 

or» 2/ 2 

Multiplions par —, » ^ > -^ > et ajoutons, nous obtenons 

T + I = Q + I + X (R - Q). " 
Le plan tangent considéré a donc pour équation : 

(1) Q + X(R __ Q) = o. 

Il contient la polaire conjuguée de BD, par rapport à E, 
cette polaire étant, comme on le sait, définie par les équations 

Q=:o, R = o. 

Il faut exprimer, maintenant, que le point de contact 
{x\ y\ z') est sur E, ce qui conduit à la relation 

(2) H' + 2X(Qi - H') + X«(E, - 2Q, + H') = o. 
Eliminant \ entre les équations (1) et (2), nous obtenons ; 

(3) E,Q* - 2Q1RQ + H' R« = o. 

On a ainsi Téquation du système des deux plans tangents à 
E, aux points G et G' oîi BD rencontre cette surface. 

III. — Los équations de la droite AD peuvent s'écrire • 

X — CL y — ^ z — y I 

Xi - CL Vi — p ^1 - r {A 

On tire de là : 

ar^ = a -4- (jl(.x — a), 

(4) yi = P + [^(y - P), 

On a d'ailleurs, puisque le point D doit être dans le plan P, 

T» «^1 Pî/l Y'^l 

* a« 6« c« 
Pour obtenir le lieu décrit par les points M, M^ il faut éli- 
miner ûCj, y^. Si et (i. entre cette équation, les équations (4) et 

réquation (3). 

a 6 Y 
1® Calcul de [x. — Multiplions par -; » 7^ > -^ ' et ajoutons ; nous 

obtenons : 

H -H (jl(P - H) = o, 
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d OU (X = p _ g ; 

a' B' y' 
2° Ca/cuZ de Qj. — Multiplions par — , » n » -^ ; et ajoutons; 

nous obtenons : 

Q, = K + (.)Q - K), 

d ou Qi = p _ j^ • 

X XI s 

3® Ca/cit/ de R. — Multiplions par — » ^ > — et ajoulons, il 

a* 6" c* •* 

vient : 

R = P + KE - P), 

P« - HE 
d'où R = -p^Tg- • 

4** CaLw/ de E^. — Élevons au carré les valeurs de x^^y^jZ^, 

multiplions ensuite par — > r^t— et ajoutons, nous obtenons : 

El = H -4- 2iA(P - H) + (x«(E - 2P + H); 
d'où, en tenant compte de la valeur de u, 

HE-P« 

^ (P - H)* 
Substituons, dans l'équation (3), les valeurs trouvées pour E^, 
Qi, R en fonction de P, Q, E, H et H', et après quelques 
réductions immédiates, nous obtenons : 

(5) (p-^) (HE - P»)(- HT» - HQ« + 2KPQ + HH'E) = o : 

c'est là l'équation complète du lieu des points M, M'. 



IV 



'. — Si l'on néglige le facteur étranger f:^ j , on voit 

que ce lieu se compose de deux surfaces du second ordre. 

L'une a pour équation 

(A) HE - P« = o : 

c'est le cône de sommet A, circonscrit à E. Cette surface est 
indépendante de la position du point B dans l'espace. 

L'autre, S, a pour équation 

S = HT« H- HQ> - 2KPQ - HH'E = o. 

On voit immédiatement que si l'on fait jouer au point A le 
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rôle du point B et inversement, Téquation de 22 ne change 
pas ; mais le lieu complet se composerait alors de 2 et du 
cône circonscrit du sommet B, savoir 
(B) H'E - Q« = o. 

Remarques. — Les surfaces E et S ont deux sections planes 
communes dont les plans sont déterminés par l'éqaation ' 

HT* + HQ* - 2KPQ = o. 

Si Ton se reporte à l'équation (3), on voit que Ton vient 
d'écrire Téquation du système des plans tangents àE, aux points 
p et 9 de rencontre de cette surface et de la droite AB. 

Si la droite AB est tangente à E, les points p eiq coïncident, 
et réquation de S se met sous la forme de Téquation d'une 
surface circonscrite à E. Alors le point B appartient à la sur- 
face du cône circonscrit dont A est le sommet. 

L'équalion de 2 peut s'écrire, dans le cas général, 
S = H'(P« - HE) -h Q(HQ ~ 2KP) = o, 
ou S = H(Q« — H'E) -h P(H'P - 2KQ) = o. 

La première de ces deux formes nous montre que 2 et le 
cône circonscrit (A) ont deux sections planes communes, 
situées dans les plans représentés par 

Q = o, HQ - 2KP = o. 

L'autre forme nous montre que S et le cône circonscrit (B) 
ont aussi deux sections planes communes, représentées par 

P = o, HT - 2KQ = o. 

Soit A'B' la polaire conjuguée de AB par rapport à E ; elle 
est définie par P = o, Q = o, et perce E en deux points p' 
et 9^. Les plans tangents à E, en ces deux points, passent par AB 
etils sonttangents aux deux cônescirconscritset à la surfaces. 

On connaît, par conséquent, deux couples de plans tangents 
à S et leurs points de contact p eiq d'une part, p' et g' d'autre 
part. Les droites AB, A'B' sont deux polaires conjuguées com- 
munes, relativement aux deux surfaces E et S. 

On a pris, pour S, une surface non réglée : il en résulte quo 
53 est une surface non réglée. Si Ton avait pris, pour S, une 
surface réglée, par exemple un hyperboloïde à une nappe, 
on aurait trouvé, pour S, une surface réglée. 

Pour découvrir les propriétés caractéristiques de la surface 
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S, il est inutile comme on le voit, de prendre pour S une 
surface représentée par l'équation générale 

f{x, y, z) = G, 

TROISIÈME PARTIE 

V. — On voit immédiatement que si, dans Téquation de S, on 
fait H' — 0, c'est-à-dire si le pointB est pris sur la surface E, la 
surface S devient un système de deux plans dont l'équation est 

Q(HQ - 2KP) = G. 
Il y a une infinité de centres sur A'B', polaire conjugué de AB. 

Il n'y a pas lieu de faire K = g, c'est-à-dire de placer le point 
B dans le plan P ; car les points M, M' se trouveraient tous sur 
une droite fixe AB. 

Négligeons ces deux hypothèses, et formons les trois équa- 
tions du centre. Nous avons : 

H'-. P+H-. Q-K- O -K- .P = HH'4' 
a» a* a* a* a* 

H'r.P+Hi;Q-Kf Q-Ki'p = HH'|, 

H',^P+Hl'Q-KlQ-Klp = HH'i, 

Tout système de valeurs, de a:, j/, jï, qui vérifie ces équations, 
doit vérifier une combinaison linéaire, permise, des mêmes 
équations. 

En prenant comme multiplicateurs, d'abord a, p, y» P^i^ ^\ 

^', y'; on obtient les deux combinaisons linéaires suivantes : 

[H' - K(K -h i;]P -h (H - K)Q = HH', 

(H' - K)P -4- [H - K(K + i)] Q = HH'. 

Si le déterminant des inconnues P, Q n'est pas nul, on a 

^ (K^. i)«-H-H'-i 
En portant cette valeur commune de P et de Q dans les trois 
équations précédentes, on obtiendrait pour a:, y, z, des valeurs 
finies, et 2 serait une surface à centre unique. 

Pour que le centre se trouve rejeté à l'infini, il faut et il 
suffit que l'on ait 

(K H- i)« - H - H' - I = G. 
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Cela veut dire que les coordonnées du point B doivent véri- 
fier l'équation 

^ -w^T-'^T-) " U "^ F» -^ ^«y " ^ - ''• 

Cette équation représente une surface du second ordre S' 
concentrique à la surface S considérée. 
L'équation de 2' peut s'écrire ; 

Le second membre, égalé à zéro, représente le système des. 
plans tangents à E, aux points oîi £ est rencontrée par le 
diamètre passant par le point A. Ces plans tangents sont 
parallèles au plan polaire du point A; on peut les considérer 
comme passant par l'intersection, rejetée à l'infini, du plan 
polaire P de A et du plan polaire du centre de E. 

L'équation de S peut s'écrire 

HH'E = HT^ + HQ« - 2KPQ. 

Il y a, par conséquent, une analogie remarquable entre les 
surfaces S et 2'. Elles sont simultanément réglées, ou non, 
suivant que la surface choisie S est elle-même réglée, ou non 
réglée. 



EXERCICES ECRITS 



14. — Les points d'incidence des normales menées à une 
ellipse, d'un point P, pris sur la normale en A à cette ellipse ; 
se trouvent sur une conique qui passe par le centre de Tellipse, 
par le point A' diamétralement opposé au point A, et par les 
projections du point A' sur les axes de l'ellipse. 

(Dalitrand.) 

Notes sur l'exercice 13. 

Uéqaation tangentielle de P, dans le système uCSti, est 

(1) ^-^^- ^)-^=^- 

a o 

y. est un paramètre variable ; u, v désignent les coordonnées, à l'origine 

d'une tangente quelconque. 
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Dans le môme système de coordonnées, on trouve facilement que Téqua- 
tion tangentielle de F est 



\u v/ \u vj 



Soient (dans le système o^Cj/) x^ y les coordonnées d*un point du lieu. 
En exprimant qu'une tangente (u, v) passe par ce point, on a 

(3) -4.£-i. 

En résolvant les équations (1) et (3) d^une part; (2), (3), d'autre part; 

u 
on doit trouver, pour déterminer-, deux équations du second degré iden- 

V 

tiques. 
Ces équations sont : 

12 I 

o =-T [a* -4- 2ax — 3a;*) H ibx-hay — ab— 3j;i/) 4- — {b*-\-2by— 3y*), 

M» b UV [a b ) V* a 

On a donc 

a" 4- 2fli» -— 305* bx-\-ay ^ab-^ oxy 6* + 2by-\- 3y* 

' ' ■ = 2 = • 

X X ,v V 

y a a 

L'élimination de X, cnti*e les deux égalités, donne, tout calcul fait, 

3xy(bx + a^/) -4- (oy — bx)^ — 06(01/ + fra?) = o . 

Le lieu est une cubique F. Cette courbe est formée : 

1* dMne ovale circonscrite au triangle ABC et inscrite au triangle A'B'C, 

obtenu en traçant, par A, B, G des parallèles aux droites BG, CA, AB. 

2° de trois branches hyperboliques, asymptotes aux côtés d'un triangle 

\"B"G'' homothétique de ABG. Le centre d'homothétie est le centre de 

3 
gravité G de ABG; le rapport d'homothétie est-. On trouve, en efiet : 

GA^ _ GB^ _ GG;^ _ 3 

GA' "" GB' "" GC' "2* 
Cette courbe F est une cubique remarquable (*), relativement au triangle 
ABC. En coordonnées barycentriques on trouve, sauf erreur, pour son 
équation : 

(a -h P -h Y)(aY + Py 4- a^) H- 3apy = o ; 
ce qu'on peut écrire, sous la forme simple, 

I I I 3 

a p Y ^ 
S désignant l'aire du triangle de référence ABC. 

Parmi les propriétés de la cubique F, on peut signaler la suivante : 
La cubique F est anoUagmatique dans la transformation par les points réci- 
proques, 

(*) En général, toute fonction numérique et symétrique des coordonnées 
barycentriques a, ^,y représente une courbe remarquable du plan du 
triangle aucjuel elle est rapportée. 
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QUESTIONS RESOLUES 



7. — Soit une fraction continue 

y = — 



a« 



X 



dans laquelle les éléments a^, a,, ... sont tous positifs ; si Von 

considère la réduite d^ ordre n, -=-^ : V équation Qn = o, a toutes 

ses racines réelles. 

On observera d'abord que, en tre trois fonctions Q consécutives, 
il existe une relation de récurrence correspondant à la formule 

Qn — ^5 Qn_i -4- an Qn-2 = O. 

Il résulte, de cette égalité, que : 1® deux fonctions Q consé- 
cutives ne peuvent pas s'annuler pour une même valeur de a;; 
2® si la variable ic passe par une racine de Téquation Qn-i = o, 
la suite Q„, Qn_i, 0„_2 présente, avant, comme après le passage, 
une seule variation. 

Cette remarque étant faite, on substitue — oo et -4- oo dans la 
suite des fonctions Q ou, ce qui revient au même, dans la suite 
formée par leurs premiers termes x^ o?*, a;', ... On trouve ainsi 
que n variations ont été perdues; donc Qn a nfois changé de 
signe, dans l'intervalle considéré ; ce qui établit la proposition. 



CORRESPONDANCE 



La question 4S8 (*), autrefois proposée {Journal, 1885, p. 96), 
n'est pas nouvelle, comme nous le fait observer M. Catalan. 

(•) Marquée, pe^r eri^eur, 145. 
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On peut consulter, à son propos, le grand Traité de Lacroix, 
tome III, p. i^, et une note de M. Tardy, publiée dans les 
Nouvelles annales (1854, p. 26), en réponse à une question posée 
par M. Catalan {Nouvelles annales, 1852, p. 401). 
M. Catalan proposait de démontrer l'égalité 

n ^ n{n — i ) p p 

\ r/ I 1.2 

M. Tardy (loc. cit.) observe que cette relation est un cas 
très particulier de celle-ci 

^^f[x)=f{X'^n)--f(x-^n- i)-h ^^^^ ^ y (x-hn-2 ...+(- i^OA^^). 

I 1.2 



QUESTION 55 

liolution par M. Paul Bourgarel, à Antibes. 



On fait passer, par six points fixes d*unplan, des cubiques ayant 
chacune un centre; déterminer le lieu de ces centres. 

Une cubique étant déterminée par neuf conditions, Téqua- 
tion générale des cubiques passant par six points fixes con- 
tient trois paramètres arbitraires. Cette équation générale peut 

donc s'écrire 

/* -h Xcp -h {x<j; 4- vx = o ; 

/*=o, cp = o, ^ = 0, x=o étant les équations de quatre 
cubiques particulières passant par les six points. Nous pren- 
drons, pour représenter celles-ci, quatre systèmes de trois 
droites passant par les six points donnés. 

A ?> /? ^ sont donc quatre fonctions obtenues successi- 
vement, en effectuant les produits de trois fonctions linéaires 

connues. 

Cela posé, si F = o est l'équalion d'une cubique, un point 
sera centre de cette cubique s'il satisfait aux équations: 

F = o, F'^2 = o, y^ = o f;;2 = o. 

Dans le cas actuel, on aura donc l'équation du lieu en 
éliminant X, (a, v entre les équations ; 
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On obtient ainsi : 



(1) 






t 



?X2 
II 

II 



4- 



'xy 



+»» 



X 

II 

tl 

>Gcy 

II 

Xy2 



O, 



Cette équation est, en apparence, du dixième degré; mais il 
est facile de voir qu'elle est seulement du cinquième degré. 
En effet, d'après le théorème d'Euler : 

6/- = oîv:. + 2X2//-;; + y%. + A ; 

/*! étant du second degré, en x et y. 

On a, pour (p, /, ^, des relalions analogues. 

D'après cela, multiplions les termes de la seconde ligne du 
déterminant par x^; ceux de la seconde, par 2xy ; ceux de la 
troisième, par y* ; puis retranchons, des éléments de la pre- 
mière ligne, la somme des éléments correspondanis ainsi 
modifiés. Nous remplaçons, dans la première ligne, /*, ^, /, •} par 
des fonctions du S'. cond degré* Le lieu est donc une courbe du 
cinquième degré. La forme (1) montre que le lieu trouvé passe 
par les points communs aux cubiques dont les équations sont 

/• = o, ^ = o, ^ ^ o, / = o, 
c'est-à-dire par les dix points donnés. 



QUESTION 83 

ilMlatioii par M. Â. LEvr, élève de Mathématiques spéciales 
au Lycée de Nancy, classe de M. Hervieuxi 



Étant donné un quadrilatère, on joint un point quelconque I de 
son plan à un autre point F égalenlent quelconque dans ce plan^ 
et l'on pf*ojette les qualité sommets du quadrilatère sur IF. On 
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multiplie ensuite la distance du point l à la projection de Uun des 
sommets par l'aire du triangle formé par les trois autres sommsls. 
Prouver que la somme des produits relatifs à deux sommets 
opposés est égale à la somms des deux autres. 

Soient k^k^k^k^ les sommets du quadrilatère; o^i, y^ ; a?,, y,; 
aîg, ^8» ^4» y* leurs coordonnées. Prenons I pour origine, IF pour 
axe Oaj, et Oi/ parallèle à la direction des projetantes. 

On doit avoir, après suppression du facteur, — sin ô, 

2 
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Soit ô le eoefficient.de x^ ; on a 
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Ainsi ô est identiquement nul. On vérifierait, de même que 
les coefficients de x^^ x^, x^ sont nuls ; le théorème proposé 
se trouve ainsi démontré. Pour que la démonstration ait la 
rigueur nécessaire, il faut observer que les déterminants qui 
entrent dans Tégalité considérée sont écrits d'après la règle 
connue (C M. S., t. II, p. 74), en imaginant un circuit pas- 
sant par les points A^, A2, A3, A4, et un mobile parcourant 
celui-ci, toujours dans le même sens. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



264. — du donlle, en (iooMonnéesfeétangulaires^^ellipsoïde 
l-eprésenté par Téquation 



X'' 



l 
6» 
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i^ Trouver le complexe des cordes divisées en parties égales 
par le plan des xy ; 

2® Cône formé par celles de ces droites qui passent par un 
point P. Lieu du point P tel que ce cône soit de révolution ; 

3® Enveloppe de celles de ces droites qui sont dans le plan 
représenté par Téqualion 

Aa;-4-By-hC5-+-D = o; 
4® L'enveloppe est une conique K. Lorsque D varie, on a une 
infinité de coniques. Lieu de leurs sommets et de leurs foyers 
en supposant 

A = B= G= I, 

o = é. (Amigues,) 

255. — Soit la série: 

(n -h 2)(n -4- 3) . . . 2n ^. 

V = £c -t- £C" 4- 2X* -h . . . -4- -^ a;'»+*-t- . . . , 

^ 2.3 .. . n 

qui est convergente, si Ton suppose x < - • 

4 
On demande de démontrer qu'on a, pour toutes les valeurs 

de l'exposant a> : 

I .^ ^ . fa)(<o-h 3) , (o((o + 4)(<o 4- 5) ^^ ^ 

( I — t/)" 1.2 1.2.3 

(O (o) -4- n -h l)(a) -h n -H 2) ... ((I) -h 2n — l) 

H ^ X*' -h . . . 

1.2 ... n 

(Ch, Heimiie,) 



Erratum. — Page 206, ligne 6, lire : « Posons les seconds membres de 
ces équations égaux à zéro, en faisant: 9^ = 0, 93 = 0, • . . 99 = 0, et résol- 
vons, etc.. » 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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REMARQUES 

SUR LES TRANSVERSALES RÉCIPROQUES 
Par M. d'Oeagne* 



Considérons une conique K, inscrite à un triangle ABC, et 
une tangente variable t à cette conique, tangente qui coupe 
AB en C^, BG en A^ et GA en B^. 

Dans son Mémoire fondamental sur les transversales réci- 
proques (*), M. G. de Longchamps démontre que la transversale 
réciproque t', de la tangente variable t, par rapport au triangle 
ABC, passe par un point fixe P. En outre, si est le centre de la 
conique K, G le centre de gravité du triangle ÂBC, on a 

0P= 2. GO. 

Les symétriques de la droite^', par rapport aux sommets de 
ABC, passent évidemment par des points fixes qui sont les 
symétriques du point P par rapport aux mêmes sommets. 

Mais la symétrique de t\ par rapport au sommet A, n'est 
autre que la transversale réciproque de BG, par rapport au 
triangle AB^Ci. ^® même pour les symétriques par rapport aux 
deux autres sommets. Le théorème de M. de Longchamps peut 
donc se compléter ainsi : 

Si l'on considère trois tangentes fixes et une tangente variable à 
une conique^ la transversale réciproque de l'une quelconque de ces 
tangentes^ par rapport au triangle formé par les trois autres, 
passe par un point fixe. 

Nous venons de voir que les trois nouveaux points fixes 
sont les symétriques du point P, par rapport aux sommets du 
triangle ABC. La théorie des figures homothétiques permet 
de voir que ce sont aussi les symétriques, par rapport au centre 
de la conique K, des sommets du triangle formé par les parallèles 
aux côtés du triangle ABC, menées par les sommets de celui-ci. 

On déduit de là que la transversale réciproque de t, par rap- 
port à ABC passe, par les symétriques, relativement au centre 

(*) Annales de l'École normale supérieure, 1866. 
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de la conique, des symétriques a,^,Y de A,B,G, respectivement 
par rapport aux milieux des segments Bfii, C^Aj, AiB^. Les 
points a,ô,Y sont donc en ligne droite, et comme cela a lieu 
quelle que soit la conique inscrite au quadrilatère formé par 
AB, BG, GA et t, on voit que le lieu des centres des œniqties 
inscrites à ce qwidrïlatère est la parallèle équidisfante des paral- 
lèles a^Y et f. Gomme ce lieu passe par les milieux des diago- 
nales du quadrilatère, on peut énoncer ce théorème ; 

Les symétriques des sommets d^un triangle^ par rapport aux 
milieux des segments correspondants déterminés sur une droite t 
quelconque, par les côtés de ce triangle, sont en ligne droite. Cette 
droite T est parallèle à la transversale réciproque i' de la droite t 
par rapport au triangle. La paralélle équidistante des parallèles T 
et t' passe par les milieux des diagonales du quadrilatère formé 
par la droite tel les côtés du triangle. 

La transformation par polaires réciproques, appliquée à la 
première partie de ce théorème, donne cette autre propriété 
dont le lecteur pourra rechercher la démonstration directe * 

On considère un triangle ABG et deux points P, Q. Les points P, Q 
forment y avec deux quelconques des sommets du triangle, un quadri- 
latère complet ayant pour diagonale la droite PQ et lecôlédu triangle 
qui joint les sommets considérés. Les troisièmei diagonales des 
quadrilatères complets qu'on peut ainsi fof^ier sont concourantes . 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBUOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M. EaUle Vi|rarié. 

(Stiile, Yoir p. 199.) 



69. Point R de Steiner. — L'ellipse E circonscrite au 
triangle de référence et ayant le centre de gravité G pour 
centre, a, avec le cercle circonscrit, un quatrième point de 
commun que nous désignerons par R. Steiner, le premier, a 
donné quelques-unes de ses propriétés^ et, pour ce motifs 
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M. J. Neuberg a proposé de l'appeler jooin/ de Stdner. Depuis, 
il a été reûcontré par d'autres Géomètre s (*) et il a fait l'objet 
d'une étude de M. Neuberg (M. 1886). C'est de ce travail, le 
plus réeeut et le plus complet, que sont extraites les notes 
qui suivent. 

Les coordonnées baryceutri^uesdeR s ont inversement pro- 
portionnelles aux différences ; 

(6» - c«), (c« - a«), (a^-ô*); 
ou aux produits : 
sin A sin (B — C), sin B sin (G — A), sin G sin (A — B). 

Voici quelques propriétés du point de Steiner ; 

i° Les cercles osculateurs à l'ellipse E, aux points A, B, C, 
se coupent au point R ; 

2° La normale menée par R, à E, passe par la symétrique de 
H par rapport à G; 

3** Le point R appartient aux trois circonférences qui pas- 
sent par un des sommets du triangle et par les symétriques 
des deux autres, par rapport à G; 

4<* Le point de Steiner est le point harmoniquement associé 
à la droite KG; 

5« Si R', K, W sont les points de rencontre de AR, BR, GR 
avec BC, GA, AB; si KaKbKc, GaGbGc sont les triangles polaires 
de ABC par rapport à l'ellipse E : les droites KaGa, KbGb, 
K^Gc se confondent avec les côtés du triangle R'R'R'"; 

6** Le point de Steiner est le poini inverse du point situé, 
à l'infini, sur la droite de Lemoine (polaire de K par rapport 
au cercle ABC). Auti^emeiit dit : Le point de Steiner est le foyer 
d'une parabole inscrite au triangle ABC, et dont la directrice 
est la perpendiculaire abaissée de H sur OK; ou encore : la 
droite de Simson du point de Steiner, par rapport à ABC, est 
parallèle à OK; 

(*) On peut consulter sur ce sujet : 

Steiner. — J. G. XXXII, p. 300. — Journal de Borchardt, t. LXXII,. 
p. 237. — Steiner's gesammelte Werke^ lome II, p. 689. 

J. Neuberg. — Sur le point de Steiner (J. S. 1886, pp. 6-9, 28-30. 51-52, 
73-76). 

G. Tarry. — Zeitschrift fur und math, naturw Unterr, XIV p. 33. 

H. Brocard. — Nouvelles propriétés du, triangle (A.. F. Rouen 1883. -*• 
J. E. 1883). 

G. de Longchamps — J, S. 1886, p. 126. 
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7^ Le point R est, sur le cercle circonscrit, diamétralement 
opposé au point N de Tarry; 

8® Les parallèles menées aux côtés du premier triangle de 
Brocard, par les sommets du triangle de référence, se ren- 
contrent en R; 

9^ Le point de Steiner est au point de rencontre de HD avec 
le cercle ABC ; 

10® Le point de Lemoine de ABC est le point de Steiner du 
premier triangle de Brocard. 

H<* Le point de Steiner est le point réciproque du point à 
l'infini, dans la direction OG; ou encore^ les points R', R', R"' 
sont les points de contact du cercle ABC avec une parabole 
qui a pour directrice la droite HGO. Cette parabole est l'enve- 
loppe de la droite barmoniquement associée à un point 
mobile sur CK; 

Le point R de Steiner peut se conslruire en se servant d'une 
des propriétés précédentes, ou en employant la construction 
suivante donnée par M. G. de Longchamps (J. S. 1886, p. 128). 

Si, des sommets du triangle de référence, on décrit des cer- 
cles avec les côtés opposés pour rayons, ces cercles se coupent 
deux à deux en trois points Aq, Bq, Co situés sur le cercle 
anti-complémentaire du cercle conjugué; BqC^ coupe BC 
en Al ; BqAo coupe BA en Cl; CoAo coupe CA en Bl : les droites 
AAl, BBl, CCI concourent au point R de Steiner. 

(A suivre.) 



QUELQUES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE PRATIQUE C) 



Nous réunirons, dans ce dernier ohapitre, divers problèmes 
de géométrie pratique. Sans dépendre absolument de la géo- 
métrie de la règle et de l'équerre, ils y touchent néanmoins 

- r 

{*) Cette note constitue le dernier chapitre de notre Essai sur la géomé- 
trie delà règle et de l'équerre, G. L. 
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par cerlains points. Tels sont : les questions relatives aux bas- 
sins, la détermination de la base hydraulique; l'élude des 
courants maritimes, et, enfin, le passage entre deux postes 
fortifiés. On rencontre dans cet ordre d'idées certains pro- 
blèmes intéressants que nous allons, successivement, exa- 
miner. 

1. Les formes diverses du bassin (bassin carré, 
circulaire, elliptique), — Lorsqu'on creuse un bassin maritime, 
le travail qu'il nécessite (la dépense qu'il entraîne, par consé- 
quent) est proporlionnel, pour une profondeur donnée, à la 
surface de sa base. Or, la périphérie du bassin représente ce 
qu'on pourrait appeler son effet utile; celui-ci étant considéré 
comme proportionnel au développement plus ou moins grand 
des quais de débarquement. Le point de vue, auquel nous 
nous plaçons ici, n'est pas le seul assurément qui puisse être 
envisagé, dans la question présente; on ne saurait nier pour- 
tant qu'un certain intérêt y soit attaché. 

Nous nous proposons donc la question suivante ; un bassin 
de profondeur h et de surface s dtvant être creusé, y a-t-il avan- 
tage à lui donner la fo7*me carrée, circulaire ou elliptique? 

Nous écarterons d'abord, de la discussion qui suit, l'hypo- 
thèse du bassin rectangulaire. Il est bien clair que, si deux 
rectangles A, B ont même aire, le périmètre de A sera plus 
grand que celui de B, si l'on suppose que la différence entre 
les dimensions de A est supérieure à la différence correspon- 
dante pour le rectangle B. Nous invoquons ici une propriété 
bien connue, relative aux maxima et minima; elle résulte, 
comme l'on sait, de l'identité. 

(x - yY -h 4xy^{x -h y)K 

Ainsi, au point de vue du développement des quais, la 
figure rectangulaire est, incontestablement, préférable, à la 
forme carrée. 

D'autre part, si l'on compare un carré et un cercle; comme 
entre toutes les figures planes j isopérimètres, le cercle est un rnood" 
mum {*}, on voit que, pour une aire donnée, le périmètre du 

(*) Traité de Géométrie par E. Rouché et Gh. de Gomberousse; p. 303. 
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carré est plus grand que la circonférence du cercle. C'est ce 
qu'on vérifie d'ailleurs bien simplement, de la manière suivante. 

Soit y le côté d'un carré G, ayant même aire qu'un cercle C\ 
de rayon x. On peut écrire 

(1) y^ = izx^ 

et il faut reconnaître que Ton a 

27cic < 43/ 
ou Tï^aj* < 42/*. 

Or, en tenant compte de (1), on trouve it < 4, inégalité 
manifestement vraie. 

Malgré ces observations, pour des motifs divers (*), on peut 
vouloir donner au bassin une forme curviligne ; nous allons 
montrer que le bassin elliptique doit être préféré, au moins 
dans les certains cas, au bassin de forme carrée (**). 

Considérons une ellipse F dont les axes sont 

a = 2. 6 = v/3. 
Son excentricité est 



_ y/g' - 6» _ I 

a 2 

Cherchons la longueur S de l'arc du quadrant de cette ellipse. 
On sait que S est donnée par la formule 



= a / v/i - 



(A) S = a I V I — ^' sin* cpcfcp. 

Pour faire le calcul de cette intégrale elliptique, il faut 
avoir recours à une table donnant la valeur numérique des 

(*) La forme du terrain dont on dispose pour rétablissement du bassin 
peut être un des motifs auxquels nous faisons ici allusion. Il nous sem- 
ble aussi que les manœuvres pour l'entrée et la sortie des bâtiments, 
Tabordage, l'établissement des chemins de fer le long des quais, peu- 
vent être facilités par la forme elliptique du bassin, en supposant que 
l'ellipse adoptée ne soit pas trop allongée ; c'est le cas de celles que 
nous envisageons plus loin. 

(**) Le bassin de forme rectangulaire offre certains inconvénients qui 
sautent aux yeux. Par exemple, si Tune des dimensions est trop faible ; 
la manœuvre des grands bâtiments y est quelquefois difficile, on doit 
donc, autant que possible, se rapprocher de la forme carrée. De plus, 
dans la partie voisine des angles droits, Tabordage ne se fait pas com- 
modément. L'idée du bassin elliptique peut, au premier abord, paraître 
singulière et dépourvue d'intérêt; mais, â la réflexion,on la jugera peut-être 
difiiéremment. 
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fonctions elliptiques (***). On trouve ainsi, pour la longueur 
cherchée, 

S = 2 1 î If I sin* <pd<p = 3.3715. 

D'autre part, soit x la longueur du côté d'un carré dont 
Taire soit équivalente à celle de F : on a donc 

Tout calcul fait, on trouve 

X = 3.298. 

Ainsi, on a bien, comme nous l'avons annoncé, a? < S. Il faut 
ajouter qu'en prenant d'autres exemples numériques, corres- 
pondant à des ellipses d'une excentricité plus faible que o.5, 
on trouverait, pour S — «, des différences déplus en plus sen- 
sibles ; malheureusement, le rapport b : a diminue en même 
temps que ^, et, à ce propos, on aurait à chercher, au point 
de vue expérimental, quelle serait la grandeur qu'il faudrait 
donner à l'excentricité pour obtenir la forme elliptique la plus 
commode à tous les points de vue. 

Voici un second exemple dans lequel la forme de l'ellipse 
serait peut être, pour le but que nous visons ici, jugée préfé- 
rable; nous voulons parler d'un genre remarquable d'ellipses, 
dans lesquelles le petit axe est égal à la distance focale. 



En supposant : 
on a 


a— 2, b — c; 
b^c-^ V^2, 


et 
d'où 


sm 6 - — = : 

e = 45«. 



Le côté du carré équivalent à l'ellipse est 

05* = ir.2.v/2 
et l'on trouve x = 2.981. 

D'autre part, la longueur du quadrant d'ellipse se calcule 

par la formule (A), en supposant : a = 2, e = sin 6 = -;=• 

(••*) Voyez, Bertrand, Calcul intégral, p. 716. Uangle 6, qui figure dans 
ces tables, correspond à l'égalité, siu = e nous avons, dans le cas pré- 
sent, e = - ; par suite =» 3o». 
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Or, dans cet&e hypothèse, 

« \/i — ^ sin» <pdf = 1.85407. 



p. 



Finalement, nous obtenons 

(2) S = 2 X 1.85407 = 3.70814. 

En comparant (i) et (2), on voit que la différence S — x est 
pins considérable que dans l'exemple précédemment choisi. 

Qnant à la construction de l'ellipse, elle pourrait se faire 
directement, sur le chantier même, en appliquant le tracé 
que nous avons précédemment indiqué {Première partie, § 48). 
11 faut observer, en effet, que celui-ci n'exige que des aligne- 
ments et des coups d'équerre; on déterminera donc facilement 
un nombre suffisant de points de la périphérie de l'ellipse. Il 
faut seulement que la droite A, qui sert de base à la construc- 
tion, ne soit pas trop éloignée du chantier. La distance B de A 
au centre de l'ellipse est donnée par la formule (*) 

a^ -¥b^ 

o* — 6* 
Pans le premier exemple, on a 8 = 14; dans le second, 
$ = 6. Dans ce dernier cas, qui paraît, de toutes façons, de- 
voir être adopté de préférence, la droite A s'obtiendrait fort 
simplement en élevant, au grand axe AA', une perpendiculaire 

en un point symétrique de l'un des 
sommets, par rapport à l'autre. 

Dans tous les cas, si faible que 
soit l'excentricité d'une ellipse, 
on peut coLstruire celle-ci, point 
par point, sur le chantier^ par des 
alignements et de simples coups 
d'équerre. 

Supposons, en effet, qu'on donne: 
1® les extrémités A, A' d'un des axes 
de l'ellipse; 2^ un point M de la 
courbe. Prenons, dans les limites du chantier, une droite A 
perpendiculaire sur AA'; A'M rencontre A en un certain point I. 




(•) Celle-ci résulte de l'égalité ^ = -^ étoblie au § 47. 



ÀD 
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Ayant tracé AM, si Ton abaisse, de I, une perpendiculaire IH, 
sur cette droite ; IH rencontre AA' en un point P qui reste 
fixe, lorsqu'on répète la construction précédente, pour un 
point quelconque de A (*). 

D'après cela, après avoir déterminé P, comme il vient d'être 
dit, on obtiendra un point quelconque de l'ellipse par le 
tracé suivant : 

On prend, sur A, un point J; on trace A'J, PJ; puis, de A 
on abaisse, sur PJ, une perpendiculaire. Cette droite coupe 
PJ en un point M' appartenant à l'ellipse que l'on veut con- 
struire, point par point. ^4 suivre.) 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1887 

fiolution par M. G. Clapier, étudiant à la Faculté des sciences 

de Montpellier. 



l. — On représente par (x,, y^), (x„ y,) ... (x«, y») /e« 
coordonnées des points d'intersection de deux courbes algébriques 
dont les équations^ mises sous forme entière, sont f(x, y) = o, 
F(x, y) = o. 

On suppose que ces points d'intersection sont simples et situés 
à distance finie, 

y® Montrer que pour chaque valeur de i, on peut écrire, 

(*> F(x,y)=(x-x,)A<x,y)-4-(y-y,)B,(x,y)^' 1,2,... m; 

les coefficients a^, b<, A<, B< étant des polynômes en net en y. 

a< bi 



2^ On pose <p»(x»y) = 



AiBi 



»=m 



et, «ï.(x,y) = 2C<?<(x,y), 

et l'on demande de déterminer les constantes Ci de manière que 
le polynôme ^ prenne pour x = x< ef y = y» une valeur donnée Ui. 
Montrer que le polynôme ^, ainsi obtenu comprend, comme cas 
particulier, la formule d'interpolation de Lagrange. 

(*) Ce théorème intéressant est dû à M. Clément Thiry {Y. Journal de 
Mathématiques spéciales, 1887; p. 121). 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. — 1888. * 10. 
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5® Démontrer que tou^s les polynômes en x et y qui, pour x = x* 
et y = jiy prennent la valeur u» peuvent être mis sous la formée 

* +MF -4- Nf; 
M e^ N étant des polynômes en x et en y. 

1® Soient p eiq les degrés respectifs des polynômes f(Xy y) 
et F {x, y). 

Les égalités (1) résultent a priori du développement iden- 
tique suivant, 

f{x,y)=f{Xi+x-Xi,yi+y-yi)=f(X(,yi)+(x-Xi)-J^+{y-yi)— 

effectué par la formule de Taylor, pour une fonction de deux 
variables. 

D'ailleurs fïxuyi) = o, et les dérivées partielles -r- > -r- i^e 

dxi dyi 

sont pas nulles simultanément, puisque le point {Xiyi) est un 

point ordinaire. 

2^ Je fais x = x^ety = y^, dans les expressions (1); j'obtiens 

F(a?i,t/i) = (x, - x,)k,{x^,y,) + (t/^ - yi)B,{œ^,y^) = o. 
d'oïl je déduis f^iix^y^) = o. En général, on aura les relations 

(2) (fiiXj.yj) = o, (y = 1 , 2, ... i — I , t -4- 1 , ... m) 
Par suite, ^(x»,yj) = Ci<pj(Xi,yi) = w»: le polynôme cherché est 



+ 



t=m 



« *'-»' = 2^- 



Si Ton suppose que la courbe F, soit une droite parallèle à 
Taxe des a?, y = y^ = t/, = . . . = ym; A< s'évanouit identi- 
quement et Bi devient égal à une constante pi. La première 
relation (1) devient, en remplaçant y par sa valeur constante j/<, 

(4) W{x) = (oc - Xi)oLi{x), 

et le polynôme W admet pour racines les nombres x^, a*,, . . . 
«m. Finalement, la fonction <ï» prend la forme ^^ , 



t= m 



OLi(x) 



»=1 ^ ^ 

c'est la formule d'interpolation de Lagrange. 
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3® Soit un polynôme entier, de degré n, H(x,y) qui, pour 
X = XiOly = y», prenne la valeur w^; je vais montrer que le 
polynôme P = H — <ï>, qui est nul pour les mêmes systèmes 
de valeurs ; {x^,yi), {x^ j/a), . . . {x^^y^, peut se mettre sous la 
forme Q = M/* -h NF, M et N étant des polynômes qui sont 
de degrés respectifs n — p et n — ç'. 

J'appelle M le nombre des coefficients du polynôme P ; le 
polynôme Q contient N coefficients indéterminés; on peut les 
déterminer de façon qu'il soit identique au précédent. Effec- 
tivement, ridentification conduit à M équations linéaires et 
non homogènes entre N inconnues; d'ailleurs M — wi seulement 
de ces équations sont indépendantes puisqu'il existe entre 
leurs premiers membres m relations de la forme 

K^Wi -h KjW, -h ... -h KmWm = o, 
obtenues en écrivant que la différence P — Q est nulle pour 
a;= Xi et t/ = y, ({ = 1,2,... m). 

Il reste donc à montrer que la différence entière M — m — N 
est nulle ou positive. Or 
^ (n + i){n -1-2) . . 

^ ^ (n - p -f- i)(n ~ p + 2) ^ (n- q-^ i)(n - g -4- 2) ^ 

2 2 ' 

d'oîi 
M - m - N = (^-^ i)(n-i-2) _^ (p + g)' ^ (p 4- q)(2n + 3) ^ 

2 2 2 

ou en posant p -h q = 2n ^ h^ 

h étant un entier positif; 

,.. .. n{n 4- 2ft - 3) + h(h 4- 3) 

2 
nombre entier toujours positif. 

Remarque. — La démonstration aurait pu se faire en expri- 
mant que la courbe Q = o, coïncide avec la courbe P = o ; 
elles ont déjà m points communs, et il suffirait d'exprimer que 
la courbe Q passe par M — m — i autres points de la courbe P. 

II. — Soient f = o,¥ = o les équations de deux coniques u 
et U et "kl, X29 ^8 l^s racines de r équation obtenus en égalant à o 
le discriminant de la fonction f -4- >F, trouver la relation entre 
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^i» ^t; ^i; exprimant la condition nécessaire et suffisante pour qu'on 
puisse inscrire à la conique n, un quadrilatère circonscrit à la 
conique U. 

Je ferai usage, pour résoudre cette question, des coordonnées 
trilinéaires; le choix du triangle de référence sera d'ailleurs 
arbitraire, puisqu'on sait que par une substitution linéaire 
quelconque, de la forme 

fic = /X -f- mY -f- nZ, 
y = fX -f- m'Y -f- n'Z, 
z = rX + mTY -h n'Z, 
les racines du discriminant de la fonction /*+ XF ne sont pas 
altérées. 

1® Condition nécessaire, — Soit ABCD, un quadrilatère 
inscrit dans la conique u et circonscrit à la conique U; je 
prends le triangle des diagonales de ce quadrilalëre pour 
triangle de référence; c'est un triangle autopolaire à la coni- 
que U et celle-ci a une équation de la forme 

(U) F = AX« + BT« + GZ« = G. 

D'autre part, si j'appelle (u, v, w) les coordonnées de la 
droite AB ; celles des droites BG, CD, DA seront respective- 
ment (u, —VjW); fn, Vy — w) ; (— m, v, w), comme il est facile 
de le reconnaître ; et entre les quantités u, t; et w, il existe la 
relation 

L'équation de la conique (te) peut donc s'écrire 

(wX -f- vY -f- m;Z)(uX + vY - wZ) + 2SXY = o, 
ou bien 

f = w«X« + r»Y« - t(;«Z« + 2{uv -f- S)XY = o. (u) 
Le discriminant de la fonction /" -h XF est 

(XG - w^)[{u^ + XA)(t;» + XB) - {uv + S)*] 
Si nous appelons A^, X„ X, ses racines; nous avons par suite 



(2) X.-hX. = -(Î^-h|1; 






En tenant compte de l'équation (1), il vient la relation cher- 
chée 

(3) X, = X, -f-X,. . 
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2^ Condition suffLmnte. — Réciproquement, si l'une des racines 
de l'équation en X est égale à la somme des deux autres, il 
existe un quadrilatère inscrit dans la conique u et circonscrit 
à la conique U. 

Eflfectivement, prenons pour triangle de référence celui des 
points diagonaux du quadrangle formé par les points d'inter- 
section des deux coniques u et U. C'est lo triangle autopolaire 
commun à ces coniques dont les équations sont 

(4) /•= aX« + 6Y« - cZ* = o, 

(5) F = AX« + BY« -f- GZ" = o. 

Les racines du discriminant de la fonction /" -+- XF sont 
données par les formules 

— a -—6 4- c 

Supposons que la racine X, soit égale à la sommo des deux 
autres ; cette hypothèse conduit à la relation 
/^\ abc. 

Cela posé, considérons les quatre droites AB; BC, CD, DA 
dont les cordonnées sont respectivement (v/a, v/^» V^cjj 
(y/â, -y/ô", v/c) ; (\/a, \/b, -\/c) {-\/a ,\/b, \/c). 

La relation (6) montre qu'elles sont tangentes à la conique U, 
ce qui prouve qu'elles sont réelles et forment un quadrilatère 
circonscrit à cette conique ; ce quadrilatère est aussi inscrit 
dans la conique u; le point A, par exemple, se trouve à l'inter- 
section des droites AB et AD qui se coupent sur la conique 
(4), comme il est facile de s'en rendre compte. 

Note. — Le raisonnement de M. Clapier est insuffisant, comme le prouve 
r exemple suivant : 
Soit / = oo? -h 8y H- cic' -h . . . 

F = a'x-h 8'î/ -h (/x^ -h . . . 
M = X + aa? 4- py -h ... 
N = {Ji -+- a'a? + p'y -h . . . 
Le polynôme P ne pourra pas toujours être mis sous la forme M/ + NF : 
soit en effet 

P = Ax + By-h ... 
Les premières équations dMdentification seront 

A = Xa -4- fia' 

B = X6 -+- |x6' 
incompatibles si ab' — ba^ = o. 

Il y a donc des conditions dont la démonstration ne parle pas. 

L. Lévy. 
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CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. Lemoine la lettre suivante : 

Mon cher âmi, 

La question 244, posée par M. Mannheîm, et dont je rappelle 
ici renoncé : 

On donne une droite arbitraire, une circonférence et un point M 
sur cette courbe. Mener, de ce point, une corde MA telle que la tan 
gente en K, à la circonférence, et cette corde, soient également indi' 
nées sur la droite donnée. Il existe trois cordes telles que MA : si 
A,B,G désignent leurs extrémités, démontrer que les tangentes en 
ces points forment un triangle équilatéral, 

vous a valu déjà une lettre de notre ami Laisant, en voici 
une autre, sur le même sujet, qui ne fera pas, avec la première, 
double emploi, j'espère, parce qu'elle montre Torigine probable 
de la question; de plus, j'y donne une démonstration géomé- 
trique presque intuitive de la célèbre proposition de Steiner: 
par un point d'une ellipse passent quatre cercles osculateurs, etc. 

Sur le grand axe A|Ald'uneellipse, comme diamètre, décri- 
vons une circonférence, soit son centre. Nous désignerons, 
par une lettre majuscule, les points de la circonférence et par 
la même lettre minuscule les points correspondants de Tel- 
lipse, c'est-à-dire les points situés sur uae môme perpendi- 
culaire à AiAl, et du même côté de cette ligne. 

Soit A un point de la circonférence. La tangente en A coupe 
Al Ai en K: appelons a^ la projection de A sur A^ Ai. La droite 
symétrique de AK, par rapport à Aa^, coupe A^Ai en H et 
la circonférence en M. 

Appelons <p l'angle A^OA; et traçons AO, MO. 

Pour faire la figure, nous supposons A dans le premier qua- 
drant, Al à droite, A.[ à gauche ; nous trouvons immédiate- 
ment que l'angle Al AM (qui peut être plus grand que i8o®) est 
égal à 36o° — 3ç, soit 9' cet angle. 

Si donc M est donné et que l'on cherche le point A d'où il 
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dérive, on trouve immédiatement trois solutions : ce sont les 
trois points A, B, G tels que 

AïOA = (p', A^OB = 9' + 1 2o«, A^OG = <p' + 240*, 
et A, B, G seront les sommets d'un triangle équilatéral. 

La question de M. Mannheim est donc résolue, car M est un 
point quelconque de la circonférence, A, B, G sont tels que 
MA, MB, MG soient respectivement inclinés sur la direction 
Al Al d'angles égaux à ceux que forment, avec cette direction, 
les tangentes aux points A, B, G; enfin. A, B, G sont, comme 
Ton voit, les sommets d'un triangle équilatéral. 

Considérons maintenant, sur l'ellipse, les trois points a, 6, c 
de l'ellipse correspondant à A, B, G de la circonférence; 
comme on sait que la corde commune du cercle osculateur en 
un point d'une ellipse et la tangente à cette ellipse au point 
d'osculation, sont également inclinées sur le grand axe, il 
suit que les cercles osculateurs en a, b, c ont pour cordes com- 
munes avec l'ellipse les droites am, bm, cm et, par suite, qu'ils 
passent en m; comme ABG est équilatéral, le triangle abc a 
son centre de gravité en 0; on a donc le théorème de Steiner : 

Par tout point m d'une ellipse passent quatre cercles osculateurs. 
Les points (Tosculation m, a, b, c sont tels que le centre de V ellipse 
est le centre de gravité du triangle abc. 

Bemarque. — Si l'on considère le triangle abc, on voit que 
le point m est le point R (^) qui, dans la géométrie du triangle, 
est appelle point de Steiner de ce triangle. 



EXERCICES ÉCRITS 



15. — On donne deux axes rectangulaires ox, oy; et, sur 
oy, un point fixe A (oA = h); par A, on mène une droite 
mobile A, parO, une perpendiculaire A'; on considère alors une 
parabole P ayant pour axe A', pour tangente au sommet A, et 
tangente à Ox, puis une seconde parabole Q, ayant pour axe 
A, pour tangente au sommet A', et tangente à Oy, 

(*) Voyez à propos de ce point, Tarticle de M. Vigarié; p. 242. 
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Soient F le foyer de P ; D, le pied de la directrice ; 

Soient F' le foyer de Q; D' le pied de la directrice. 

1® Les droites FD', FD sont parallèles. On demande le 
lieu décrit par le milieu de la perpendicnlaire commune qui 
passe par 0. 

2« Lieu décrit par D'? 

3* Lieu décrit par D? 

4® Enveloppe des directrices de P . 

8® Lieu décrit par les points communs aux paraboles P, Q. 

Note sur l'exeroioe 14. 

Soit 

réquation de Tellipse. 
Soient {x^ ]/i) les coordonnées de A. On a la relation 

L*ôqaation de la noimale au point A est 

(3) ^ — c» = o. 

X, 3/, 

En exprimant qu'elle passe au point P (a, ^) on a, 

x^ y* 
Enfin l'équation de l'hyperbole d'Apollonius, relative au point P csi 

(5) il — c» = o. 

' X y 

Retranchons (1) et (2), il vient: 

... (x — x,]{x -h x^) ( y — f/i)(y — 1/,) 

(6) + j^ = o. 

De môme, retranchons (4) et (5), nous avons 



\x xj \y yj 



ou 
Enfin, divisant (6) par (7), on a l'égalité : 

,ox ^^ + ^i^^i (y + yi)i /yi 
(^^ —^. n— = °- 

C'est Téquation de la conique cherchée. Elle a ses axes parallèles à ceux 
de la conique donnée. Par suite, leurs points d'intersection sont sur un 
cercle; ce qui démontre incidemment le théorème de Joacbimsthal. Pour 
avoir Téquation du cercle de Joachimstbal, il suffirait d'écrire l'équation 
générale des coniques passant par l'intersection des coniques (!) et (8), et 
d'égaler les coefficients de a;* et de y'. 
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QUESTIONS ÉNONCÉES 



32. — Courbes à construire (coordonnées cartésiennes). 

10 y = : 



2» y = 



I ^ 

y .Tî» - 1 

y as — a 



g2— 1 

3° 2/ = a ' (a > i). 



4** y = ce ± 



/ 



05 -h 1 - 
go y^ -4- 2XJ/ — Oî' = O. 

6" aî'y' — 2icj/" -h y* — a; = o. 

7» x*y 4- aï' — a?" -h î/ = o. 

8® aï' — ay* = o. 

9® 05* — y* — 3a;*y = o. 

10^ (a;* - y«)» = Aa?» -h Ay + 2B"a;y. 

Trouver les asymptotes. 

N.-B. — On résout par rappor t a y — x\ 

^ ^ _ . I è^ 4- A^y' -f- %^"xy , 

^ V (a? + 2/)» 

d'où, pour y = X, 

lim (y — a;) -= ± i^/A + A' -h 2B". 



a? (x -i- i)" 
12® (ce* -f- y*)y = aa!{x — y). 

13« i/« = i + ' 



aï CDH- I 



14** 2/ = ~ ^\/: ^ 



a? — 2a 
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18« y 



/ «• 

Y «+ I 



16** y* -h 05* + 2xy = o. 

n<* xy* 4- 3a;*t/ — a» = o. 

18** Que représente Téquation 

{X + 2î/)* - (y + 3)» = o? 
Trois droites; deux sont im^^naires. 

19** «V -f- (aJ — î/)' = o. 

Cette courbe est unicursale, on pourra la discuter au moyen des for- 



mules 



20** y = 



05 



i 



I -h C 

21** j/* = ûc* — 3a? H- 2 = (ic — i)"(a; -h 2). 

(Folium parabolique.) 

22*» y» =^ aj+ I H î 

^ a? — I 

23** a^y — 3acy* -4- 2y -f- o? = o, 

24*» y =. a^ 

25** œy* -¥• 4X^ = 6. 



QUESTIONS RESOLUES 



8. — Démontrer que V équation 

(1) (X -♦- i)° -h (x - i)° = o, 
a toutes ses racines réelles. 

Considérons, à un point de vue plus général, Texpression 

(2) Vn = XA» + [xB», 

dans laquelle X^ (x désignent deux constantes données, A^ B 
deux formes algébriques quelconques, représentant, par 
exemple, des fonctions de x. Il existe^ entre trois fonctions 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 289 

■ 

V consécutives, V„, V„_i , Vn_2 , la relation de récurrence 

(3) . Vn - (A + B)V^i -h ABVn-2 = o. 

C'est la propriété réciproque de celle qu'exprime le Théo- 
rème de Lagrange (V. Supplément, p. 3). 

En effet, les égalités : 

Vn = XA« + ixB«, 
Vn-i = XA»-« -h îxB«-S 

Vn_2 = XA'»-^ -h (xB"-2, 

donnent V„ = XA*» -h (xB*», 

De ces relations, par élimination de A*», B**, on déduit 

Vn X {X 

^"-* A B =o. 

V , — ^ 
""* A» B« 

Développons et simplifions; nous obtenons, finalement , 

l'égalité (3). 

Cette remarque générale étant faite, posons 

U„ = (« + t)** -h (a? — i)**. 

La formule (3), appliquée à ce cas particulier, donne 

(4) Un - 2XUn_i 4- (iC* -h l)Un-2 = O, 

pour (n = 2, 3, 4, ... ; Uo = 2, Uj =i 2gt;.) 

On peut alors observer : 

1® Que deux fonctions U consécutives ne peuvent pas s'annu- 
ler pour la même valeur de x. 

En effet, l'hypothèse 

Up = o, Up_i = o, 
entraînerait 

Up_2 = o, Up_3 = 0, ... Uq =- o. 
Or, cette dernière égalité est impossible, puisque U© = 2. 
2^ Lorsque x passe par une racine des équations 
Un-i = o, U»-a = o, ... Dj = 0. 
le nombre des variations de la suite 

rj«, Un-,, Un-2, . . . u„ Uo 

est invariable. 
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En effet, pour une racine x' de Up_i = o, les deux fonctions 
Up-aUp, prennent deux valeurs dont le quotient est égal à 
-(a^»-h 1). 

Dans la suite (Â), dont les premiers termes sont 

(B) 2af*, 2X**-*, . . . 20?, 2 

substituons successivement, — oo et -f- oo. Pour a; =— oo, (B) 

ne présente que des variations; pour ce =+ oo, ces variations 

se transforment en permanences. La suite (A) ayant perdu n 

variations, quand x varie de — oo à + oo , on a rencontré, 

dans l'intervalle, n racines de Un = o. 

9. Lieu des centres I des coniques F inscrites à un triangle 
ABC et tellesy que la somme des carrés des cuves de ces coniques 
soit constante et égale à K. 

Soient x, j/, z les coordonnées trilatères de I, ABC étant pris 
pour triangle de référence. En désignant par 8 la longueur de 
Tun des axes de F, on a (*) 

(1) a\/x* - 6* + b\/y* - Ô» -h cv/2* - 6* = o. 

Cette équation, dans laquelle a, 6, c désignent les longueurs 
des côtés du triangle ABC, rendue rationnelle, prend la forme 

i6p{p — a)(p — b){p — c)6* 
+ 2Ô*{(6» -4- c» - a^)a^x^ 4- (c* + a« - 6»)6»y*) + (a« + ft* - c*)c«^»| 

(2) -h(aX'\'by-hcz)(by-hcZ'-ax){cz-hax—by){ax-^bx—cz)=o. 
De cette égalité on peut tirer plusieurs conséquences. 
Ainsi, en écrivant que ô'* + 6"' = K, on voit que Téqualion 

lieu des centres des coniques F est 

(3) (6«+c>--a*)a«a;«+(c«+a«-6*)6«y*4-(a»-h6«-c»)c«z«=K. 
L'hypothèse K = o, qui correspond au cas des hyperboles 

équilatères inscrites à ABC, donne un résultat qui mérite 

d'être signalé. L'équation du lieu est alors, en coordonnées 

barycentriques, 

(ft« + c* - a«) a* -h (a« + c« ~ 6») p* + (a» -hb^- c*) y* = o. 

(*) V. la Géométrie de Direction, de M. P. Serret, p. 211. La relation (I ) 
se déduit, très simplement, de réquatio n de la tangente, prise sous la forme 

X cos a 4- 2/ sin a = \/6'* sin* a -h 6"* ces* a ; 
dans laquelle 0', O'^ désignent les longueurs des axes de la conique 
considérée, et de Tidentité évidente 

cos a sin (^ — y) + cos ^ sin (y — a) + cos y sin (a — ^) = o. 
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On reconnaît là Téquation du cercle A, conjugué au triangle. 

Dans le cas général, si K est quelconque, Téquation (3) 
représente un cercle concentrique à A. 

L'équation (1) donne encore la réponse à la question sui- 
vante ; Lieu des centres des coniques, d'aire constante, inscrites à 
un triangle donné. 

Ce lieu est une cubique correspondant, en coordonnées 
barycentriques, à Téquation 

(p + Y - a) (y + a - p) (a + p - y) = K' (a -H P + y)'. 

Lorsque K' prend diverses valeurs, on obtient un réseau de 
cubiques ; chacune d'elles est une cubique remarquable appar- 
tenant au plan du triangle ABC. 



QUESTION 111 

Solatlon par M. Lhébrard, lycée de Montpellier. 



Les points de contact des tangentes menées à une développante 
de cercle, par un point quelconque de son plan, appartiennent à un 
limaçon de Pascal. (G. Fouret.) 

En prenant les axes ordinaires, la développante de cercle 
est représentée par les équations suivantes : 

(1) X = B. cos a -h a R sin a, 

(2) y = R sin a — a R cos a. 

La tangente en un point (x, y) de cette courbe q pour 
équation : 

OU Y — 1/ = tg a (X — aj). 

Elle doit passer par le point donné (Xq, yj. On a donc 

yo - y = (^0 - «î) tg a. 

d'où 

sin a __ cos a __ 1 

2/0 - y "" û^o - a? ~ y/ (ce - fiTo)" -f- (t/ ~ t/o)' * 
Ajoutons les équations (1) et (2j après les avoir respective- 
ment multipliées par cos a et sin a^ nous obtenons la relation 
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X cos a H- y sin a = R. 
Remplaçant cos a et sîn a par leurs valeurs, tirées des équa- 
tions (3), il vient : 

[x {x - aco) -i- y (y - y^)Y = R* [(x - x^Y + (y - VoYl 

En portant les axes au point (xq, y^) on voit que cette équa- 
tion représente un limaçon de Pascal, ayant son point dou- 
ble à la nouvelle origine. 

Gèométriqtiement, on voit que la proposition énoncée est la 
conséquence des deux propriétés suivantes, qui sont bien 
connues : 

1® La podaire d*un point, par rapport à une circonférence, est 
un limaçon; 

2** La tangente au cercle générateur est, a chaque instant, nor- 
male à la développante. 

Nota. — Solutions analogues p^r MM. Leblond, élève au lycée du 
Havre; Ilugon, à Poligny; H. Ferval, élève au lycée Henri IV. 



QUESTION 119 

Sk>lutlon par M. Charles Martin, lycée Gondorcet. 



Soient Ox, Qy deux droites, P un plan perpendiculaire à Ox, 
au point 0. Dam le plan P, on mène une droite ON, et. dans le 
plan NOy, une droite OM telle que 

sin MON _ 

smNOy "" 
Trouver le lieu géométrique de la droite OM lorsque la droite 
ON tourne autour du point 0, dans le plan P. ( L, Lévy .) 

Par un point A, arbitrairement choisi sur Oa?, menons uu 
plan Q parallèle à P; Q coupe Oy enB; Oaî,enG; BG est parai 
lèle à ON* Les points B, G étant à la même distance de ON, on a 

(i) OB sin (NOy) = Oc sin (MON). 

D'autre part, 

(2) OA - OB cos (xOy) = Oc cos(ajOM). 

En combinant (A), (1) et (2j, on a 

cos (irOM) = Kcosi (xOy). 
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Ainsi xoM. est un angle constant^ le lien décrit par OM est 
un cône de révolution, dont Taxe est Ox; ce cône est réel si 





ToQ suppose 

R« cos* (xOy) < 1 . 

Ce résultat s'obtient aussi, très facilement, par le calcul. 



QUESTION 121 

fiolution. 



Les cordes d'une ellipse^ des extrémités desqu>elles parlent deux 
normales se coupant sur la développée^ sont normales à une ellipse 
semblable (*) à la première. (L. Lévy.) 

Soit AB la corde considérée ; les normales en A, B se coupent 
en C; sur la développée, et, de ce point C part une troisième 
normale ; soit D le pied de cette normale^i 

Représentons par a, p les coordonnées du pôle P de AB et 
par a cos^, b siu (p celles de D ; les formules de Joacbimsthal 
(C. M. S; t. II ; p. 397) s'appliquent aux points P, D; et Ton a 

a cos ç = — a, b sin 9 =3 — 6. 

L'équation de AB est donc 

X y 



-h 



a coH cp b sin 9 



4-1 = 0. 



[*) L'énoncé portait,par erreur, komofocale au lieu de semblable. 
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Sous cette forme, en la comparant à Téquation connue 

— - -?L = Qt 

cos sin 6 * 

qui représente lorsque varie, les normales à Tellipse 

on voit que AB est, dans sun mouvement, constamment nor- 
male à l'ellipse (1), en faisant 

A _ B _ a6 ^ 

— — ^ • e ic* • • 
a c* 

Nota. — Autre solution par M. Gh. Martin, élève au lycée Gondorcet. 



QUESTION PROPOSÉE 



256. — Une ellipse étant rapportée à ses axes, démontrer 
que les coordonnées d'un point quelconque de la normale à 
Tellipse, en un point dont les coordonnées sont a cos «p , b sin (p, 
peuvent être représentées par les formules 

. . . X -h <p 
sin A sin — rr-^ 
c* cos © 2 

X = i-. • 

a X — <D 

cos- ^ 



cos X cos 



2 

X -4- «p 



c* sin 9 2 

2/=-- 



b X — 9 

X désignant un paramètre variable. (L. L.) 

Erratum. — (J. S. page 58) : 1<> Les valeurs données pour les six carrés 
Û^Â. . ., doivent être un pneu modifiées. Il faut élever au carré le numé- 
rateur, de plus, le dénominateur doit être n% c.-à-d. Sa>6<. 2* Dans ces 
deux lignes, on a mis à û, ce qui se rapporte à Û, et réciproquement. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 



IMPRlIiERIB CENTRALE DES CHEMINS OB FER. — IMPRIMERIE GUAIX. 
RUE BBROiRStSO» PARIS. — 22586*1 0-8- 
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POLAIRES ARITHMÉTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES 

d'une conique 

Par M. C. A. I^aUant» Docteur es sciences. 



1. — Soit, SOUS forme homogène : 

(1) G = o 

ou Aa;* 4- ky + ^B"xy 4- Wyz -h Wzx + A'js» = o, 
réquation d'une conique ; équation que nous écrivons aussi 

f{oc,y,z) = o. 
Si, par un point P, dont les coordonnées sont a, p, y» nous 
menons à cette conique une sécante quelconque, elle coupera 
la courbe en deux points variables U, U'. Prenons PM égal à 
la moyenne harmonique des deux segments PU, PU'; le lieu 
du point M sera, comme on sait, une droite, la polaire du 
point P, laquelle a pour équation 

c'est-à-dire, 

(Aa -h B"p + B'y)x + (B^'a + A'p -h By)i/ -h (B'a + B3 + A.''y):j = o. 
Posons H :=: œf^ -h y/j.' + jz/*^'; Téquation de la polaire pren- 
dra la forme : 

(2) H = o. 

2. — Proposons-nous maintenant de trouver le lieu géomé- 
trique du milieu N du segment UU'; autrement dit, soit PN 
la moyenne arithmétique des segments PU, PU'. 

Un calcul très simple (**), et tout à fait analogue à celui 
qui sert à déterminer la polaire, montre que ce lieu géomé- 
trique est une conique, et fournit son équation : 

{X - a)^ + (y- p)f- + (z - y)f; = o {*), 
que nous pouvons aussi écrire : 

(*) 5 — Y est évidemment nul; mais il y a intérêt à écrire, quand même, 
le terme {z — y)/!» pour la symétrie des calculs et pour les transformations 
qui suivent. 

(**) Voyez : de Longchamps, Géométrie analytiquey 1. 1, § 181. 
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OU 

(3) 2G - H = G, 

puisque xfl + yfy + zA' = 2f{x,y,z), 

Celle équation, si Ton revient aux coordonnées ordinaires, 
c'est-à-dire si Ton fait z = ^ = i, peut encore prendre la 

forme : 

Ax« + 2B"xy + ky + (B' - Aa - B"p)x 
H- (B - B"a - A'f>)t/ - B'a - Bp = o. 
C'est à cette conique, que nous proposons de donner le nom 
de polaire arithmétique du point P. 

Il est visible qu'elle a les mêmes directions asymptotiques 
que la conique donnée (G), et qu'elle passe par le pôle P. 

3, Enfin, soit PQ la moyenne proportionnelle ou géomé- 
trique des deux segments PU, PU': et cherchons le lieu du 
point Q, ou la polaire géométnque de P. Un calcul analogue au 
précédent montrera que c'est encore une conique, et permet- 
tra de trouver son équation, sous l'une des formes suivantes: 

(4) C - H = o, 

{œ - 2^)n + (2/ - ^p)fy + (^ - ^^v: = o, 

f(x, y, a) - a/*; - ^fy - y/"^ = o ; 
ou encore, en coor Jonnées non homogènes : 
Aoî» + 2B"xy -4- A't/» - 2(Aa + B"p)x - 2(B"a + A:p)y 

- 2B'a - aBp - A'' = o. 
Les directions asymptotiques sont encore les mêmes que 
celles de la conique (C), et il est facile de reconnaître qu'elle 
a son centre au pôle P. 

4. — Les formes des équations (I), (2), (3), (4) permettent 
d'écrire immédiatement les trois dernières, dès que la co- 
nique (C)est donnée, ainsi que les coordonnées du polo. Elles 
montrent aussi, vérification d'ailleurs évidente d'après la défi- 
nition même de ces diverses lignes, que la polaire harmo- 
nique ou polaire proprement dite (2), est une corde commune 
aux coniques (i), (3), (4); les points d'intersection pouvant 
être réels ou imaginaires. 

Dans le cas oii le pôle est pris pour origine, les équations 
(2), (3), (4) deviennent, respectivement : 
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f. = o» 

2/* (^,y,-) - r. = o, 

/ {x^y,^) - /*; = o ; 

ou, on coordonnées non-homogènes : 

B'a; + B</ 4- A' = o, 

Aa5' + 2Wxy + A'j/* + B'oj 4- By = o; 

kx" -H 2 B'aji/ + A't/« - A" = o. 

Soit au moyen de ces équations, soit simplement eu vertu 
de ce qui précède, il est facile de reconnaître les propriétés sui- 
vantes : i^la conique donnée, fia polaire arithmétique et sa polaire 
géométrique^ sont homothétiques ; 2° la polaire arithmétique passe 
constamment par le centre delà conique donnée (G), en même temps 
que par le pôle F; 3® la polaire géométrique , lorsque le pôle est sur 
la courbe (G), se réduit à un système de deux droites, réelles ou 
imaginaires, 

EnapppelantOle centre de la conique (G), et en désignant par 
A,A' les points où la droite PO coupe cette conique, il est clair 
que les lignes homologues des trois coniques sont proportion- 

nelles à OA, — > et /PA.PA', respectivement. 

Il suit de là que : si le pôle P se déplace sur une coniqU;e homo- 
thétique et concentiique à la conique (G), la polaire arithmétique 
correspondante restera constante en grandeur y et il en sera de 
même pour la polaire géométrique, 

La parabole présente un cas particulier assez intéressant» 
La polaire géométrique d'un point P quelconque se réduit, en 
effet, à un système de deux droites parallèles au diamètre de 
la parabole (C) et qui passent, évidemment, par les points de 
contact des tangentes issues du point P. Si ce point est exté- 
rieur à la courbe, le système des deux droites est réel; mais 
elles deviennent imaginaires, quand le point P est intérieur, 

S. — En reprenant les équations écrites plus haut, ou en 
invoquant quelques considérations géométriques des plus 
simples, on reconnaît qu'en général les tangentes à la polaire 
géométrique, aux points d'intersection avec les autres coni- 
ques considérées, passent par le centre de la conique (G). 
Autrement dit, le point est le pôle de la polaire harmonique, 
par rapport à la polaire géométrique. 
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De ces remarques résultent quelques conséqueuces que 
nous allons résumer. Rappelons d'abord que nous avons 

désigné : 

Par (C) la conique donnée ; 

Par (P) le pôle; 
Par (H) la polaire harmonique de P relativement à (G) qui est 

une droite ; 

Par (A) la polaire arithmétique ) , ^ . ^ ,,^x 

\J...- f 'X • 5 de P par rapport a (C). 
Par (G) la polaire géométrique j f ft- v / 

Ceci étant : 

(A) est la polaire arithmétique de 0, par rapport à (G); 

(G) est la polaire géométrique de 0, par rapport à (G) ; 

(H) est la polaire harmonique de 0, par rapport à (G). 

On notera celte corrélation entre les deux coniques homo- 
thétiques (G) et (G) telles, que le centre de chacune est le pôle 
de la sécante commune (réelle ou inégale), par rapporta l'autre. 
Ghacune de ces coniques esl,en prenant son centre pour pôle, 
la polaire géométrique de l'autre ; et, si Ton cherche les polaires 
arithmétiques, toujours par rapport aux cenires, on trouve la 
même conique (A), homothélique aux deux premières et pas- 
sant par les deux centres. 

6, Pour éviter d'allonger inutilement cette Note, nous 

nous bornerons à une seule application, des plus simples. 

Supposons que, d'un point fixe P, on ait mené des sécantes 
à une conique, et qu'on ait marqué les milieux m,, m„ «i,,... 
des cordes interceptées. 

Si l'on donne cinq de ces points m^, w^, m,, m^, m,, on peut 
dire que le centre de la conique inconnue sera, à coup sur, 
situé sur la conique (A) déterminée par les cinq points donnés. 
Le lieu des centres des coniques (G) qui satisfont à cette condi- 
tion, est donc la conique (A) ; et elles sont toutes homothé- 
tiques à celte conique. 

Si l'on donne quatre points m^, m,, m^, m^, seulement, et le 
point P d'où sont issues les sécantes, la conique (A) est encore 
déterminée par ces cinq points; et le centre de la conique cher- 
chée (G) est, sur cette conique (A), l'extrémité opposée du dia- 
mètre passant par P. 
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Nous avons donc, incidemment, la solution de ce problème : 
Connaissant les milieux de quatre cordes d'une conique, con- 
courant en un point donné P, trouver le centre de cette conique. 



DÉTERMINATION 

DES FOYERS DES SECTIONS PLANES d'uNE QUADRIQUE 

Par •!• Griete, professeur au cours préparatoire à Saint-Cyr, 

au Lycée d*Alger. 



1. — Soit G une conique située sur une surface du second 
ordre 2. Soit F un foyer de G; les tangentes à G, issues de F 
passeront par les points cycliques du plan de la conique G ; et 
seront, par conséquent, situées sur le cône isotrope ayant F 
pour sommet. D'autre part, ces tangentes appartiennent aussi 
au cône circonscrit à la surface, ayant F pour sommet. Donc 
le plan de la section rencontre le cône isotrope et le cône cir- 
conscrit, de sommet F, suivant les mêmes génératrices. 

Réciproquement, si cette condition est remplie, les tan- 
gentes à la section, issues de F, passeront par les points 
cycliques du plan sécant, et F sera un foyer de la section, 

2. — Soient 

f{x, y, z) = Aa« + Ay 4- k'z^ + 2Byz + . . . + D = o (*) 
Téquation de S; f(xyz) Tensemble des termes du 2® degré; 

(1) mx -\- ny -h pz -\- q = Of 

l'équation du plan sécant; a, (3, y, les coordonnées de F; elles 
satisfont déjà à Téqualion 

moL -h np -^ py -h q = o, 
Le cône circonscrit à la surface, de sommet F, a pour équation 

(2) if{^pi)f{xyz) - « + y/; + zf: + r.) = o. 
Le cône isotrope, de même sommet : 

(3) ^ (X - a)« -+. (y - p)« 4- (2 - y)« = o. 

Il s'agit d'exprimer que le plan (1) coupe les cônes (2) et 

(*) Les coordonnées sont rectangulaires. 
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(3) suivant les mômes génératrices. Transportons l'origine en 
a, p, y. Ces équations deviennent 

(ly mx -{- ny -\- pz = o. 

(2)' 4A«, P» t)?(^, y, *) - i^fl + yfl + O' = o; 

(3)' X* -^ y* -h z* = o. 

Les cônes (2)' et (3)' doivent se couper suivant quatre géné- 
ratrices, dont deux doivent être situées dans le plan représenté 

par 

mx -4- ni/ 4- pa = o. 

Soit m^x H- n^y + p^z — o l'équation du plan des deux 
autres; 

a, p, Y sera foyer si on peut déterminer S, nti, n^, p^ de manière 
que Ton ait 

(4) 4{apyyf{xyz) - [xf: + y/; + zf'^]^ - S(x* -h t/» + ;5«) 
s: (wic 4- wy H- p^)(miX + n^y H- PiJs), 
ce qui donne, en posant /*= f{oL^i)y 



(5) 1 4Ar - /"/^ - S = nn, 

4Ar-/;'^-s = pp, 



2(4B'/- - /;'/;') = mpi +-pmi 
2(4B7 - Z^;/-;) =-- mn, + nm, 



m, n, p étant supposés donnés, Télimination de S, m^, %, Pi, 
entre ces six équations, donne deux équations, lesquelles, 
jointes à la condition 

wa H- np 4- pY -4- g = o, 
détermineront, en général, a, p, y. 

3. — Supposons d'abord qu'aucune des quantités m, n, p 
ne soit nulle. Multiplions la deuxième et la troisième des 
équations (5) respectivement par p* et n*, et ajoutons, il vient 

p*{4kf - r;' - s) + n'(4Ar- /;" - s) - np(pn. + np,); 
OU en tenant compte de la quatrième, 

p'(4A/-- z;^ - S) + n>(4A7- f;' - S) = 2np(4B/'- /•;./;') 

ou 

(6) 4/'(A'p« 4- k'n* - 2Bnp) - (pZ-p - n/;^ = S(p» + n»). 
De même, on trouve 

(7) 4/-(A'm» + Ap« - 2Wmp) -^ [mf: - pQ = S(m* + p»), 
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(8) 4/'(An« -h A'm« - 2B'mn) - [nfi - mf^f = S^i» + m*); 
d'où, enfin, par élimination de S, 

4f{ky -4- AV - 2Bnp) - (p/*; - n/*;)' 



2 



(9) ^= 



n* 4- p* 
4/*(A'm» + Ap» - 2B'?n/)) - [mf^ _ -^^2 



m* +p* 
4/(An> 4- A'w» - 2B*'mn) - (nfl - w/p)^ 



Ces formules (9), jointes à Téquation 

(10) Wa H-np H- pY + g = o, 

déterminent a, p, y. 

Observons que les multiplicateurs de 4/*, dans les numéra- 
teurs, sont : 

9(0, p, - n) (p(- p; 0, m) 9(n, - m, 0, 
Ces numérateurs s'écrivent alors : 

4/9(0, P, - n) - (o./*; H- p/'p - n/;)2 

4/?(- p> 0» »») - (- p/^ + o/p' 4- w/-;)2 

4/*9(n, - m, 0) - {nfi - m/p 4- o./^)^ 
Ce sont les premiers membres des équations des cylindres 
circonscrits à la surface, dont les génératrices sont respecti- 
vement parallèles aux directions 

a? = o, n^ 4- p» = G ; 

y = Ot mx 4- p3 = ; 

z .— o, ma? 4- ny = o; 

c'est-à-dire aux traces du plan 

mx -h ny -\- pz = o, 

sur les plans coordonnées. Si Ton désigne ces fonctions par 

Go,p,-n,.-. etc, ces formules (9) deviennent 

r r p 

P* 4- w* "" p' 4- m* ~ m* 4- n* 

4. — m, riyp étant supposés donnés et a, p, y élant considérées 
comme des coordonnées courantes, égalons chacun des deux 
derniers rapports (9) ou (11) au premier; les équations obte- 
nues représentent deux surfaces du deuxième ordre U, V. 

Ces deux surfaces sont bitangentes. 
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En effet, posons : 

( M = pff - nfl, 

(12) N = mf; - pf^, 

l P =nf^- mfl, 

leurs équations se mettent sous la forme 

^*'^' \^>sf=W - P% 

TT et V étant des foDctions de m, n, p. 

Ainsi U et V sont bitangentes à la surface f= o ; elles le sont 
d'ailleurs aux mêmes points. Les deux points de contact de 
la première sont situés sur la droite 

M = o, N = o, 
les deux points de contact de la deuxième, sur 

M = o, P = o. 
Ces équations représentent la droite 

m n p 
C'est le diamètre conjugué au plan représenté par 

mx -+- ny -h pz -^ q — o. 
On voit donc que U et V sont bitangentes entre elles, aux 
extrémités de ce diamètre conjugué ; par suite, elles se coupent 
suivant deux courbes planes. Les équations de leurs plans 
s'obtiennent en éliminant /"entre les équations (13) 

(v - 7U)M» - vN* + 7rP* = 0, 

ce qui représente un système de deux plans, puisque entre 
M, N, P, on a la relation 

mM + nN H- pP =: o. 
Ces plans passent d'ailleurs aussi par le diamètre 

M = o, N = o, P = o. 

5. — Les foyers cherchés sont situés à l'intersection du plan 
o mx -^ ny -h pz -h q = o, 
avec ces deux coniques. Gomme leurs équations ne dépendent 
que de m, n, p, il en résulte que, si le plan se déplace paral- 
lèlement à soi-même, le lieu des foyers des seclions qu'il déter- 
mine est l'ensemble de ces deux coniques. 

Pour déterminer géométriquement ces coniques, supposons 
que la surface considérée soit une quadrique à centre,et consi- 
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dérons la section centrale parallèle k inx -h ny -h pz = o. 
Soient a et a' les foyers réels de cette section. L'une des 
coniques passera paraeta , 
Tautre par les foyers ima- 
ginaires; leurs plans sont 
donc déterminés par le dia- 
mètre conjugué et les axes 
de la section centrale. 

Quand le plan 
mx -\- ny -\- pz -h q = o 
se déplace parallèlement à 
lui-môme, les droites joignant, soit les deux foyers réels, soit 
les deux foyers imaginaires, sont toujours divisées, par CC, 
en deux parties égales. Gomme de plus elles sont touj ours parai- 
lèles à A.Â.' et BB', il en résulte que GC et aa' sont un système 
de diamètres conjugués de la première conique; GG' et la 
distance des foyers imaginaires de la section centrale sont un 
système de diamètres conjugués de la seconde. 

Si donc G et G' sont réels, nos deux coniques seront une 
ellipse et une hyperbole. 

Si G et G' sont imaginaires, Tune sera une hyperbole, l'autre 
une ellipse imaginaire. 

Ges conclusions sont générales ; car on peut toujours suppo- 
ser la surface /* = o rapportée à des axes rectangulaires tels 
que m, n, p soient, en même temps, différentes de o, 

6. — Il nous reste à établir les formules qu'il faut employer 
lorsque les trois quantités m, n, jo ne sont pas toutes diffé- 
rentes de o. 

l*^"" G4S. — Une seule des quantités m, n, p est nulle; par 
exemple, p := o. 

Les équations (3) s'écrivent alors 

4 A/* - /;« - S = mm,, 2(48/ - /;/;) = np,, 

4 A7 - /;» - S := nn,, 2(4B7- f'/i) = mp,, 

4 A7- /J2 - S = o. 2(4B7- f'J'^) = mn^+m^n. 

Gomme l'on suppose mn ;zi 0, on en déduit, par le procédé 
précédent, 

4/'cp( - m,n,o) - (w/; - mflY = S(w« + n«), 
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OU 

(14) 4/9( - m,n,o) - (n/l - mf,f = (m« + n%^k!' f - f;')'^ 
puis par division de la quatrième et de la cinquième. 

(15) — _ 

Les formules (14) et (18) sont les formules cherchées. 
2« Cas. — Deux des quantités m,n,p sont nulles : 

m = o, n = 0, 
les équations (13) s'écrivent : 
4A/' - /'J' - S = o, 2(46/ - //,) = vn,, 

4k' f- ^f? - S = o, 2(4B7- f/l) = pm„ 

4A7 -f^'-S=pp„ 2 (4BY- ff,) = o. 

On en déduit les formules 

u(A-A')/-=/:^-/'A 



NOTE D'AL(jEBRE 

Par M. liucîen Eiéwj» 



La note que nous avons ajoutée à la démonstration de M. Cla- 
pier (numéro de novembre 1888), ayant été, par suite d'une 
erreur do mise en pages, placée à la suite du problème de géo- 
métrie au lieu de l'être à la suite de celui d'algèbre, et la 
démonstration de M. Clapier contenant une faute de calcul, 
nous croyons devoir revenir sur l'intéressante question qui y 
était traitée et dont nous reproduisons l'énoncé. 

On représente par (xj, y^), (Xj, y^), (x,^, y»n) les coordonnées des 
points d'intersection de deux courbes algébriques dont les équations, 
mises sous forme entière, sont f (x, y) =r o, F (x, y) = o. On 
suppose que ces points d'intersection sont simples. Démontrer que 
Véquation de toute courbe qui passe par les deux points (x», y») 

peut être mise sous la forme 

Af -f- BF ^ o, 

AetB étant des polynômes en x et en y. 
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Soit ^ z=: o l'équation de la dernière courbe de degré r, et 
soit p le degré de /*, q celui de F. Je vais démontrer qu'il y a 
assez d'arbitraires dans A et dans B, pour permette Tidenti- 
fication suivante ; 

^ =: A/* + BF, 

A étant de degré r — p contient 

(r - p H-i)(r -p-h2) ^ . , ... . 
— : ' coefficients arbitraires; 

2 

B en contient (?' — ç + i)(r — 74-2). 

Or r étant le degré de •]/, il y aura 

(rn- i)(r-h2) , 

équations d identification. 

Seulement ces équations ne sont pas toutes distinctes, car on 
doit pouvoir les combiner linéairement de manière à retrouver 
les m = pq équations (*) 

que nous supposons identiquement vérifiées. 
Il reste donc seulement 

(r + i)(r + 2) 

2 fi 

équations et c'est ce nombre qui doit être inférieur ou égal au 
nombre des arbitraires. On doit donc avoir : 

(r+i)(r+2) (r — /> + i)(r — p-4-2) (r — g-4-i)(r — (7 + 2) 

Pî ^ 1 

2 2 2 

ou (p + q — r — i){p H- 7 — r — 2) > o, 

inégalité toujours vérifiée, parce que r + i et r + 2 étant 
deux nombres entiers consécutifs, p -\- que peut être compris 
entre les deux. 

Ainsi il y a plus d'arbitraires que d'équations et, en général 
ces équations seront compatibles : car toute incompatibilité 
se traduirait par des relations entre les coefficients de / = o, 
F = o et 4* =0, c'est-à-dire que ces courbes auraient entre 
elles des relations de position, particulières, ce qui est con- 
traire à l'hypothèse. 



(*) On pourrait craindre que ces équations ne fussent jamais distinctes, 
ce qui mettrait le raisonnement en défaut. Nous montrerons, dans un 
prochain article, que cette crainte n'est pas justifiée, en général. 
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■ ■ ■ V ■ ' 

GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M. EmUe ITicarié. 

{Suite, voir p. 242). 



DROITES REMARQUABLES 

Un certain nombre de droites remarquables du triangle, 
telles que les médianes, les hauteurs, les bissectrices... sont 
trop connues pour que nous en parlions ici; pour d'autres qui 
dérivent des premières, nous ne donnerons que les équa- 
tions : 

70. Inter médianes. — Ce sont les droites qui joignent 
les milieux des côtés (*) : 

— X sin A + y sin B -hz sin G = o, ou — a-hp-+-y=o. 

Interhauteurs. — Ce sont les droites joignant deux à 
deux les pieds des hauteurs ; 

— X cos A H- î/ cos B -h z cos G = o 
ou — a cotg A -h p colg B + Y cotg G — o. 

Interbissectrices. — Ce sont les droites joignant les 

pieds des bissectrices intérieures: 

a p Y 

-^ ' abc 



(*) Le préfixe Inter nous sert à désigner les droites qui joignent les pieds 
des lignes indiquées par le mot qui suit; ainsi les Intersy médianes se- 
ront les droitesjoignant, deux à deux, les pieds des sy médianes... Lorsque 
par les trois sommets du triangle, on pourra mener trois droites analogues, 
Téquation donnée représentera la droite issue du sommet A. 

(•*) Voir Mathesis, 1887. 

Les droites isogonales des médianes ont été appelées médianes anti^ 
parallèles par M. E. Lemoine (A. F. Lyon 1873, Lille 1874) et symédianes 
par M. d'Ocagne (N. A. M. 1883, p. 450). Nous adopterons ce dernier terme 
comme étant plus simple et plus généralement connu. 

Dans la partie de notre travail traitant des droites remarquables^ nous 
donnerons peu d^indications bibliographiques, car elles ont été indiquées 
en même temps que celles qui se rapportent aux points remarquables. 
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71. Médiatrioes. — M. Neuberg (**) appelle ainsi les 
droites perpendiculaires aux milieux des côtés du triangle : 

X sin (B — G) 4- y sin B + >s sin G = o, 

ou . a sin (B — C) -h (8 — y) sin A = o. 

72. Symédianes. — Ge sont les droites isogonales des 
médianes ; par exemple, 

y ^ ^ ^ Q 
sin B sin G 

réprésente la symédianes du sommet A. 

Si Ton joint chaque sommet du triangle au conjugué har- 
monique du pied de la symédiane correspondante par rapport 
aux extrémités du côté sur lequel elle tombe, on obtient trois 
droites que M. ïhiry appelle symédianes extérieures (*). Ges 
droites concourent aux points algébriquement associés du 
point de Lemoine, et possèdent des propriétés analogues à 
celles des symédianes. 

73. Axe orthique. — C'est la droite harmoniquement 
associée à Torthocentre 

X cos A + ^ cos B H- js cos G = o, 
ou . a cotg A + 6 cotg B + Y cotg G = o. 

74. Axe antiorthique. — C'est la droite harmoniquement 
associée au centre du cercle inscrit : 

a P ' Y 
X + y + z = o ou — h-7 + — = 0. 

abc 

Cette droite joint les pieds des bissectrices extérieures (**). 

75. Droite de Lemoine (Sq). — C'est la polaire du point 
de Lemoine par rapport au cercle circonscrit : 

X y z a fi Y ' 

--h^ + - = ou — : + -r:-h-V = 0. 

abc a'^ b^ c^ 

76. Droite de Longchamps (8). — C'est la transver- 
sale réciproque de la droite de Lemoine et Tanticomplémen- 

(*) M. Cl. Thiry. Le troisième livre de Géoniéirie, 1887, p. 42. 

(**) Voir sur les axes orthiques: Noie sur les points complémentaires, 
[Mathesis, 1887, §11,) 
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taire de Taxe orthique (***); 

o'a + b^p + c'y = o, ou a^x + b^y -h c's = o. 

77. Diamètre de Brocard (KO). — C'est la droite (dia- 
mètre du cercle do Brocard) qui joint le point de Lemoine K 
au centre du cercle circonscrit : 

X sin (B — G) -h y sin (G — A) + z sin (A — B) = o, 
ou bc{b* — c*)x -h ca(c* — a^)y -h ah(a^ — b^)z = o. 

78. Droite de Brocard (ûiûa). — C'est la droite qui joint 
les deux points de Brocard (****) 



s 



(a* - 6V)- 4- (6* - c^a^)^ + (c* - a«M- = o. 
a b c 

79.— Droite d'Euler (OGH). — Elle passe par le centre de 
gravité G, Torlhocentre H et le centre du cercle circonscrit 0. 
Elle est représentée par Tune ou Tautre des équations sui- 
vantes : 

X (6* — c^) cos A H- y (c» — a») cos B h z (a" — 6'-*) cos C = o, 
aj8in2Asin(B — c)+î/sin2Bsin(G— A)-f-<^sin2Csin(A— B) = o, 
a cos A sin (B — G) 4- p cos B sin (G — A) + ycos C sin(A— B)= o. 

80.— Axes d'homologie de ÂBC avec le premier tri- 
angle de Brocard. — Voir § S3 numéro de mars 1888, p. 60. 

81. —Axe d'homologie de ABC avec le second tri- 
angle de Brocard A^B^G,. — C'est la droite harmonique- 
ment associée au point situé à l'infini sur GK; elle a pour 

équation : 

a p Y 

H 7^ ^ : H :: rz : = O- 



2a* — 6* — c» 26* — c* — a^ ac* — h^ — a* 

82. — Voici encore les équations de trois autres droites 
remarquables : 

10 X (cos B— cos C)-hy (cos G— cos A)-hz (cos A— cosB)=o, 
KHo ax (6* - c«) + by (c« - o«) + cz (a* - 6») = o, 

HHo a*a;(6'»— c2)cosA+6*i/(c*— a*)cosBH-c«js(a«— 6*)cosG=o. 

(A suivre.) 

[***) Celte droite a été signalée par M. G. de Longchamps dans sa Note 
sur tm nouveau cercle remarquable du plan du triangle (J. E.1887). M. Neuber^ 
{Mathcsis 1887, p. 117), l!a, pour ce motif, nommée droite de Longchamps. 

(****) Voir à ce sujet: E. Lemoine. Propriétés diverses du cercle de Bro- 
card et de la droite de Lemoine [Mathebis^ mai 1885). 
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Nous rappelons que Hq désigne le réciproque de Tortho- 
centre. 



QUELQUES PROBLEMES DE GEOMETRIE PRATIQUE 

[Suite, voir p. 206.) 



2. Détermination du rayon d'un bassin circulaire. 

— Nous supposons que le bassin considéré est de grandes 
dimensions: car, pour les autres, on imaginera sans peine de 
nombreux procédés pour déterminer leur rayon. Par exemple, 
deux cordeaux rectangulaires, tangents à la périphérie du 
bassin ont, pour longueur commune, le rayon cherché. 

Avant d'indiquer par quels moyens on peut calculer le 
rayon G d'un grand bassin, nous devons montrer d'abord 
comment on s'assure que celui-ci est circulaire. 

A cet effet, on prend un premier cordeau P, de longueur h, 
et on le fixe de A en B, sur la périphérie du bassin; puis, on 
place un second cordeau Q, tendu, en ligue droite, de A en B; 
soit hl- la longueur de celui-ci. On place alors P, en des points 
divers, A',B'; A'jB"; ... et l'on s'assure que l'on a, constam- 
ment. A'B' =: k'B' = . . . = /i'. 

Si, cette expérience étant renouvelée avec des cordeaux de 
diverses longueurs, les égalités précédentes sont toujours 
vérifiées, on peut affirmer que la courbe considérée est une 
circonférence. C'est ce qui résulte du théorème suivant : 

Si, dans unecourbeî,à des arcs égaux correspondent des cordes 
égales, f est une circonférence de cercle. 

On peut établir cette proposition de bien des façons diffé- 
rentes et, par exemple, comme il suit (*). 

(*) Cette démonstration m'a été communiquée par M. Niewenglowski, 
professeur de Mathématiques spéciales au lycée Louis-le-Grand. 
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Soient trois points Â, M, B d'une courbe jouissant de la 
propriété donné. 
Prenons arc A A' = arc MM' = arc BB' ; les cordes AM et A'M' 

seront égales. De même, 

^,^.-— ^^^ MB = M'B', AB = A'B'; 

y^ y^'-'''^^^^^^^^^^^^ donc le triangle AMB 

/^ y^'^ _.--'^'''"^'^^^' pourra se déplacer en 

* L^'y^..-^^^^-'^''^^^^^^^ \ restant égal à lui-même 

Hï^C^^'^^'"^^ ^ et en demeurant inscrit 

/a à la courbe ; par suite, 

les normales en A, M, B 
sont concourantes; ce qui revient à dire que la normale en uu 
point quelconque M passe par un point fixe, intersection des 
normales en deux points particuliers A, B. La courbe considérée 
est donc une circonférence. 

Supposons maintenant qu'un bassin de forme circulaire 
étant donné, on veuille en calculer le rayon (*). 

Ayant choisi trois points A,B,G, sur la circonférence du bas- 
sin, on pourra, au moyen d'un cordeau divisé, calculer les 
longueurs BC = a, CA = 6, AB = c; puis, calculer le rayon 
inconnu R, au moyen de la formule 

On pourrait prendre aussi quatre points A, B, C, D, sur la 
périphérie du bassin, et utiliser la relation : 



"" 4 ' (P - ^)(P - ^)(P - c)(p - d) ' 
Mais cette formule est encore moins commode que la pré- 
cédente. 

Au sujet de la formule (1), bien qu'elle soit assez compliquée, 
nous ferons une remarque d'un ordre général, pour prévenir 
une appréciation inexacte, que Ton pourrait porter sur les 
solutions de la Géom étrie pratique et nous ferons observer ici 



(*) Ce problème de Géométrie pratique ue doit pas être confondu avec 
celui que nous avons précédemment traité, quand nous avons cherché 
le rayon d'une tour circulaire. Entre deux pomts A, B, pris sur la circonfé- 
rence d'un bassin, on peut tendre un cordeau divisé et, par suite, con- 
naître AB; cette opération n est pas réalisable dans le cas de la tour. 
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que la qualité, siTonpeutdire/de ces solutions, dépend prin- 
cipalement de la simplicité des tracés qu'elle nécessite; la 
complication de la formule correspondante est secondaire. 

Plus les opérations, qu'il faut exécuter sur le terrain, seront 
réduites; moins elles exigeront d'alignements ou de coups 
d'équerre; plus faible enfin sera le nombre des droites qu'il 
faut jalonner ou chaîner, et, meilleure sera la solution proposée. 
Quant aux formules qu'on emploie, il est sans doute désirable 
qu'elles soient simples; mais c'est là, relativement, une chose 
accessoire, du moins quand il s'agit de problèmes dans les- 
quels il n'est pas utile de calculer rapidement les éléments 
inconnus. 

Quoi qu'il en soit, voici d'autres solutions du problème qui 
nous occupent. 

Prenons, sur la circonférence, deux points A, B ; la distance 
AB peut être évaluée au moyen d'un cordeau divisé. Les tan- 
gentes en A, B, se coupant en R, S, on a 
± ^ J: L_. 

On peut se dispenser de me- 
ner la tangente en B; on doit 
alors élever, en B, une perpen- 
diculaire à AB; elle rencontre 
AS en M ; et l'on a 




rf« AB' AM' 
d désignant le diamètre du bassin ; au fond, ces deux solu- 
tions sont identiques : elles ne diffèrent qu'au point de vue 
pratique. 

Il faut observer pourtant 
que cette méthode est assez 
imparfaite; la détermination 
des tangentes en A, B lais- 
sant prise à une certaine 
ambiguïté; à moins qu'on ne 
détermine rigoureusement 

celles-ci par une construction géométrique, analogue aux 
suivantes. 
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On peut d'abord, avec la fausse équerre, relever Tangle 
AGB; puis, mener AT, de façon que TAB = ACB. 

Si Ton veut ne faire usage que du cordeau, on calculera la 
position du point T, oîi la tangente en A rencontre BC, en 
utilisant la relation 

TB _ IB^ 

TG ~ ï^ ' 

On pourra, d'ailleurs, imaginer beaucoup d'autres solutions 
du problème que nous venons incidemment de soulever, pro- 
blème ayant pour but la détermination de la tangente (ou de 
la normale) en un point d'une circonférence dans Vintérieur de 
laquelle on ne peut pénétrer. 

Enfin, voici une dernière solution, pour la détermination du 
rayoii du bassin circulaire. 

Abaissons, de A, une perpendiculaire sur BG ; nous avons : 

2R.AH = AB.AG. 

Si Ton adopte cette méthode, il faudra, bien entendu, jalon- 
ner AH, perpendiculairement à BC, et relever sa longueur. Pour 
ce motif, en se reportant aux observations présentées plus 
haut, on estimera que la solution actuelle, très simple en 
apparence, offrirait pourtant plus de difficultés, et présen- 
terait moins de certitude, que celle, précédemment exposée, 
qui prend pour base la formule (1). 

3. L'élargissement du bassin. — Supposons qu'un 
bassin de forme circulaire étant creusé, on propose de l'élargir 
en indiquant, à cet effet, le tracé, point par point, d'une 
circonférence concentrique; celle-ci devant passer d'ailleurs 
par un point donné A. 

Rien n'est plus facile que de résoudre cette question, avec 
un simple cordeau divisé. 

Soit Y la périphérie du bassin. En A, on fixe l'extrémité 
d'un cordeau divisé, qu'on fait passer par-dessus le bassin; ce 
cordeau étant convenablement tendu, on lit la division qui 
se trouve en B. 

Si Ton prend Ga = AB (si, en d'autres termes, on prend 
Tisotomique de A, par rapport à BG), on obtiendra, en a, un 
point de la nouvelle périphérie. 
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Si Ton veut, notamment, tracer celle-ci dans le voisi- 
nage de A, on répétera, au moyen d'un cordeau aC'B'A', voisin 




du précédent, la construction indiquée, en prenant Tisotomique 
A', de ô:, sur B'C. ^^ ^^^^.^j 



CORRESPONDANCE 



M. Mannlieim nous adresse la lettre suivante, que nous publions parce 
que sa lecture pourra provoquer, pensons-nous, d^autres remarques inté- 
ressantes. G. L. 

Cher Monsieur, 

Les lettres que vous avez reçues, à propos de la question 244, 
prouvent qu'on Ta jugée intéressante. 

Je crois alors devoir dire qu'elle provient de votre travail 
sur le trifolium (\. Journal, 1887, p. 203). 

Reprenons vos notations. Le point M est fixe sur une circon- 
férence donnée ; OA est une droite 
arbitraire. 

Menons MH, et, du point H, 
menons HM' dô façon que HM et 
HM' soient également inclinées 
sur OA : lorsque MH est mobile 
autour de M, vous avez démontré 
(loc. cit. y p. 220) que HM' enve- 
loppe une hypocycloide à trois 
rebrov^sements, circonscrite à la 
circonférence donnée. 
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* 

Les points de contact de ces courbes sont les sommets d'un 
triangle équilatéral. 

Mais, comme il est facile de le voir, on obtient ces points 
en déterminant H de façon'quo HM' soit tangente à la circon- 
férence ; . . . 

De là, la question 2ii. 
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EXERCICES ÉCRITS 



16. — On donne une parabole P et deux points A, B, symé- 
triques par rapport au point F, foyer de P. On demande : 

1® Le lieu des points communs à deux droites A, A' passant 
parles points A, B et conjuguées (**); ce lieu est un cercle P. 

(*) Extrait de la préface. 

(*•) Deux droites sont conjuguées, lorsque le pôle de l'une^ par rapport à 
une certaine œnique^ se trouve sur Vautre. Chasles, Traité des sections 
coniques t p. 84. 
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2" Le lieu du centre de F, quand le point A décrit : 1** une 
droite 8; 2^ une circonférence y» de centre F, et de rayon r. 
3** L'enveloppe de F, quand A décrit y. 
4** Le lieu de A, quand T a un rayon constant. 

{G. Leinekugel, élève au lycée de Douai.) 

Notes sur Texercice 15. 

La parabole P, si Ion' pose OA = /i, est représentée par l'équalion 

Ah sin^ op 
(x sin <p — 2/ cos <p)* — (x cos ? 4- y sin (çh sin ç) = o. 

On trouve, de môme, que Téquation de Q est 

sin* 9 
{x cos <p -h y sin (p — /i sin ç)' — 4/1 (x sin 9 — y cos 9) = o. 

Avec ces équations, on trouve facilement les réponses aux diverses 
questions posées. 

1» La parallèle équidistante des droites FD', F'D passe par le milieu de 
OA. Le lieu demandé est un cercle. 
2" Le lieu décrit par D' est une slrophoide correspondant à l'équation 

x''(2h — y) = y{y — h)\ 
3" Le lieu décrit par D est une quartique circulaire , qu'on pourrait 
nommer, pour rappeler sa forme, le trifolium parabolique. Son équation est 

a*(x2 + y^) = hy {x^ — y^). 
h* L'enveloppe des directrices de P est une développée de parabole. On 
trouve, peur équation de cette enveloppe, 
4 2/ — hf -h 2'jhx* = o. 
Enfin, — le lieu des points 
communs aux deux paraboles 
considérées, est une courbe uni- 
cursale du onzième degré^ corres- 
pondant aux formules 
X _ P{2t^ 4- I )* 

h ~ f«-h I ^ 
y i^l2t* — I y 

h~~ l^ + 1 
La figure ci-dessus représente la forme générale de cette courbe. 



ky 




QUESTION 148 

Solution. 



Construire le lieu unicursal représenté par les équations 

^ ' a (1 + X>) (I - X')» a (i + X)« (t - X)« 

(E. V.) 
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On devait observer, avant tout, que les valeurs de x et de y 
restent les mêmes, quand on change X on-* On est conduit, 

A 

par cette remarque, à poser 

K 

Les formules proposées deviennent alors: 

X t* — 2 V 2 



a ^(* — 4 a ^* — 4 

En faisant varier /de — 2 àH- 2. on obtient unepartie de la 
courbe qui se dissimulait, lorsqu'on utilisait les formules (I); 
par ce que, pour obtenir cette portion du lieu, il eût fallu 
donner à X des valeurs imaginaires. La courbe proposée est 
une cubique; elle se construit, sans difficulté, au moyen des 
formules (2). 

Nota. — Nous avons reçu, pour cette question, un certain nombre de 
solutions; mais elles renfermaient toutes, de (çraves inexactitudes. 



QUESTION 175 

Solution par M. J.-M. Le Roux, instituteur adjoint à Guingamp. 



On donne une conique T el un point P. Trouver le lieu décrit 
par le sommet A d'un triangle ABC, circonscrit à F, sachant que 
les droites joignant A, B, G aux points de contact k\ B', C, des 
côtés oppo'iés, concourent en P. (W.) 

Les triangles ABC, A'B'C sont homologiques ; soit A Taxe 
d'homologie; cette droite A est fixe, elle est la polaire de P, 
relativement à F. AA.' rencontre \ en M. On voit facilement, 
en tenant compte des deux ponctuelles harmoniques qui se 
trouvent sur AA.', (A', I, P, A), (A', A, I, M) (♦), que 

A'M A M 

A'P AP 



(*) I désigne le point d'intersection de AA' avec B'C. 
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Le rapport anharmonique de la ponctuelle (A., A', M, P) est 
donc constant. D'après cette remarque, on peut remplacer 
l'énoncé par celui-ci : 

On donne un point P et une droite A ; pa?* P on mène une trans- 
versale qui rencontre t^enlA et une conique fixe L en deux points 
A', A". On considère l'un d'entre eux, A' par exemple ; et, sur PM, 
on prend un point A tel que le rapport anharmonique (A, A', M, P) 
soit un nombre donné égal à 2 ; quel est le lieu de ce point A ? 

On reconnaît, dans le lieu demandé, une transformée homo- 
logiqiie de r ; le lieu est donc une conique F' doublement 
tangente à F. 

Si Ton représente, dans la notation abrégée, par a — o, 
p — o, les équations des tangentes issues, de P, à F; et par 
Y = o celle de la corde des contacts; Téquation de F étant 
ap = Y^, le calcul auquel donne lieu l'énoncé, transforme 
comme nous venons de le faire, conduit im_médialement au 
résultat cherché. On trouve, pour Téquation de F', ap = 47*. 

Solutions analeptiques par MM. Leinekugel et Desticker, élèves au Lycée 
de Douai. 



QUESTION 176 

liolutioii par M. Georges Albert (Lycée de Rouen). 



Soient AB, A'B' deux cordes normales à une parabole, et 
rectangulaires. On construit un point '^, dont les coordonnées (x, y) 
soient respectivement égales à AB et A'B^ Trouver le lieu décnt 
par M quand A parcourt la parabole donnée. Ce lieu est une 
courbe du huitième ordre, unicursale. Elle correspond, en coordon- 
nées polaires, à V équation (*) 

^ sin*2cD 
p désignant le paramètre de la parabole. (G. L.) 

(*) Une fauté d'impression, ou de calcul, a fait écrire 5p au lieu de 8p. 
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Soient x^y^ les coordonnées de A; x^,y^, celles de A'. Les 
tangentes en A. A' sont rectangulaires ; AA' est donc la polaire 
d'un point de la directrice. En exprimant cela, on trouve 

Gela posé, eu cherchant les coordonnées des points B,B', ou 
a, par un calcul immédiat, 



2/0* 



s ... 4(/>' ^- !/o') 



2i3 



A'B'* = y^ = 



L'élimination de y^ donne 

En coordonnées polaires, cette équation s'écrit 

Nota. — M. BaUlrand nous a adressé une autre solution, basée sur 
cette remarque {Journal de 3i. E. ; 1885, p. 277) : Si P est le pôle tangentùl 
do AA', les longueurs des langentes, issues de P, à la parabole, sont égales au 
quart des segments interceptés sur les normales considérées. M. Balitrand ob- 
serve aussi, avec raison, que Téqualion (I) représente une courbe bomo- 
Ihctique de celle que nous avons précédemment signalée {Journal^ 1884; 
p. 143; exercice li5) (**). 



QUESTION PROPOSÉE 



257. — Démontrer que 

wi(m — I )(m — 2) ... (m — n -h 2) 

~~ ^. ' 

est un nombre entier, lorsque m est uu multiple de ?i. 

(Ch. lier mile.) 

(**) Cet exercice est résolu [Journal y 1887, p. 237). 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 
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NOTICE BIOGRAPHIQUE SUR BOURGET 



Far M. Lucien LÉVY. 



La vie de Bourget peut se résumer en trois mots : il vécut 
heureux, heureux non du bonheur que cause une fortune 
rapide ou une carrière brillante, mais de celui que Ton puise 
en soi-même. Frappé dans ses affections les plus chères, par- 
fois déçu dans ses ambitions légitimes, il sut garder un fond 
inaltérable de bonne humeur : sa philosophie Taida à traver- 
ser les plus cruelles épreuves et à retrouver, après un trouble 
momentané, le calme nécessaire au travail. Il laisse à ses sept 
enfants un nom honoré et ceux qui Tout connu de près, parents, 
amis ou élèves, garderont longtemps le souvenir de cet 
homme affable et obligeant qui sut leur inspirer à tous de 
Festime, de l'affection et même souvent une véritable vénéra- 
tion. 

Né dans TArdèche en 1822, Justin Bourget entra à l'École 
Normale supérieure en 1842. Trois ans après il en sortait 
agrégé des sciences mathématiques. Professeur de mathéma- 
tiques élémentaires, successivement, dans les lycées de Besan- 
çon, Lyon, Bennes et Amiens, il trouvait moyen, tout en rem- 
plissant ses fonctions avec conscience, de produire des travaux 
originaux, et c'est pendant qu'il habitait cette dernière ville, 
qu'il fut reçu docteur es sciences mathématiques, devant la 
Faculté de Paris. Il dut attendre deux ans, au lycée de Stras- 
bourg, qu'une chaire de faculté devint vacante et c'est seulement 
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le It) décembre 1854 qu'il fut nommé professeur de mathéma- 
tiques pures et appliquées à la Faculté de Glermont. Là com- 
mence la période de sa vie la plus féconde par les œuvres 
nombreuses qu'il produisit et par les conseils qu'il sut donner 
à ses jeunes auditeurs: la plupart des mémoires que nous 
aurons à analyser furent publiés ou commencés à cette 
époque. Cependant, malgré Taulorité qu'il avait acquise à 
Glermont, il désirait venir à Paris : il espérait y trouver un 
milieu plus favorable aux longs travaux scientifiques, et aussi, 
avec ses goûts littéraires et son amour passionné pour la 
musique des maîtres, il se disait qu'à Paris seulement il 
pourrait élever ses enfants comme il l'entendait; d'ailleurs sa 
famille s''augmentait rapidement et son traitement commen- 
çait à devenir insuffisant. Aussi fit-il bon accueil aux propo- 
sitions qui lui vinrent de Sainte-Barbe (1867): M. Blanchet, qui 
avait longtemps dirigé avec succès l'École préparatoire de 
cette grande maison, venait de prendre sa retraite et le Con- 
seil d'administration cherchait pour le remplacer un homme 
dont l'autorité personnelle pût inspirer confiance aux familles. 
M. Dubief songea à Bourget qui accepta, sans trop d'hésita- 
tions, ces fonctions délicates. 

Le changement de carrière était brusque et l'entreprise 
hardie ; le savant retrouverait-il, par un retour en arrière, les 
qualités qui l'avaient distingué dans l'enseignement secon- 
daire ? Posséderait-il en plus la fermeté nécessaire pour con- 
duire sans à-coup un personnel aussi nombreux ? Saurait-il 
se faire en même temps craindre et aimer des élèves? Pren- 
drait-il goût à des fonctions si différentes de ses occupations 
antérieures ? L'expérience prouva qu'il n'avait pas trop pré- 
sumé de ses forces : actif et méthodique, il fut un excellent 
administrateur; affable, juste et naturellement bon, il s'atta- 
cha à ses élèves et gagna rapidement leur affection; les con- 
^aissant à fond, il sut, dans les examens, appuyer les bons, 
encourager les moyens, empêcher les faibles de faire trop 
mauvaise contenance au tableau. Son passage dans l'ensei- 
gnement supérieur avait élargi ses idées et l'action qu'il 
exerça sur ses collègues fut des plus éclairées. Aussi, pendant 
les onze années que dura sa direction, l'École préparatoire 
conservà-t-elle son rang dans les concours, et les succès qu'elle 
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obtint ne furent-ils pas inférieurs à ceux de la période pré- 
cédente. Il y avait eu pourtant des années dures. Au début, 
une déplorable scission dans la famille barbiste; trois aus plus 
tard, la guerre et la Commune avaient mis Ténergie du direc- 
teur de Sainte-Barbe et de ses collaborateurs à une rude 
épreuve : il avait fallu faire travailler sous le bombardement 
les quelques élèves restants (sept obus tombèrent sur Sainte- 
Barbe); puis, la Commune venue, les rassurer contre des 
craintes d'enrôlements forcés, d'incendies ou même d'explo- 
sion, car le Panthéon miné devait sauter à rapproche des 
troupes. Bourgetse montra à la hauteur de sa tâche, et quand 
nous entrâmes en octobre 1871 à TÉcole préparatoire, les 
effectifs avaient à peu près repris leur chiffre normal el Ivs 
études ne se ressentaient déjà plus de la secousse éprouvée 
l'année précédente : grâce au zèle d'un personnel d'élite et k 
l'activité du directeur des études, les concours de 1872 furent 
une suite de triomphes pour les jeunes barbîstes.Bourget avait 
créé de nouveau l'École préparatoire fondée une première 
fois par l'illustre Duhamel. 

Mais ce rude labeur avait absorbé tout son temps et peu 
d'instants lui étaient restés pour les travaux personnels; sa 
carrière scientifique était brisée. En 1878, M. Bardoux, 
ministre de l'Instruction publique, qui l'avait connu profes- 
seur à Clermont, ou il avait pu apprécier son esprit libéral et 
ses idées élevées, lui offrit le rectorat d'Aix. Bourget, qui 
avait dû se charger du cours de mathématiques dans la divi- 
sion de Saint-Cyr, commençait à se sentir fatigué de ses occu- 
pations multiples et par trop absorbantes; il accepta cette 
brillante rentrée dans l'Université. Quatre années après, il 
revenait comme recteur dans cette ville de Clermont à laquelle 
l'attachaient tant de souvenirs et où il vient de mourir entouré 
de l'estime et de la sympathie universelles. Atteint d'une 
cruelle maladie, que ses amis mêmes ignoraient, il s'est éteint 
stoïquement, comme le sage de Lucrèce 

Ut vitœ pknus conviva recedens. 
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Les ouvrages de Bourget sont de deux sortes : les uns scien- 
tifiques, les autres pédagogiques; nous donnerons un aperçu 
des plus importants, tout en essayant de rester à la portée 
du plus grand nombre de nos lecteurs. Ses premières études 
eurent pour objet la mécanique céleste, et les deux thèses 
qu'il présenta à la Faculté des Sciences de Paris le 17 mai 1852 
eurent pour objet des sujets de mécanique. La première trai- 
tait de la variation des constantes arbitraires surtout au point 
de vue de la recherche des formules fondamentales de l'astro- 
nomie : dans cette thèse, l'auteur se contentait de reproduire 
des méthodes et des théories connues, mais il les exposait de 
manière à montrer qu'il possédait à fond les beaux mémoires 
de Laplace, Lagrange et Gauchy sur cette question. Dans 
la seconde thèse, Bourget faisait preuve d'autant d'ingéniosité 
que de savoir : reprenant à son tour la théorie de l'attraction 
des ellipsoïdes, il étudia directement le cas, purement théo- 
rique, ou les deux surfaces sont des paraboloïdes elliptiques. 
Le théorème fondamental de cette thèse est le suivant : « Soit 
OAB une sécante quelconque menée d'un point à un parabo- 
lo'ide, 01 la parallèle à l'axe menée par jusqu^à la rencontre 
de la surface, SC la corde parallèle à OAB menée par les sommets, 
enfin D le point ou l'axe est coupé par un plan perpendiculaire 
à se mené en G, on a la relation 

OA.OB = 01. SD 

Bourget démontre ensuite que « le cône de sommet circon- 
scrit au parabolo'ide et le cône pour lequel il existe un rapport con- 
stant entre AB e^ SD ont les mêmes plans principaux. » Ges 
deux théorèmes et un autre bien connu lui permettent succes- 
sivement de prouver que l'action d'une couche paraboloïdale 
sur un point extérieur est nulle, que l'action sur un point exté- 
rieur est dirigée suivant la normale en ce point au paraboloïde 
homofocal à la surface extérieure de la couche, enfin de cal- 
culer les valeurs de l'attraction d'une couche paraboloïdale 
infiniment mince; ou d'épaisseur finie sur un point extérieur- 
Gomme on le voit, Bourget avait suivi dans cette thèse la 
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marche classique, employée dans le cas des ellipsoïdes : la 
méthode de Chasles pouvait d'ailleurs s'appliquer à ce cas, 
comme Tillustre géomètre l'avait indiqué dans son mémoire 
et comme Bourget le fit voir bientôt lui-même, dans une note 
parue au Journal de Liouville. Au fond, Bourget était plutôt 
un calculateur qu'un géomètre : « Je ne vois pas les choses 
géométriquement, nous disait-il souvent. » Aussi ne faut-il 
pas s'étonner s'il a plutôt continué ses travaux dans la voie 
ouverte par sa première thèse. Contentons-nous de citer deux 
mémoires sur le développement des coordonnées d'une pla- 
nète en fonction du temps et sur le développement algébri- 
que de la partie hamiltonnienne de la fonction perturbatrice 
pour arriver à une série d'études importantes sur plusieurs 
coefficients utiles ou Astronomie. Tourget appelle (*) nombre 
de Cauchy la partie constante du développement de 

^{^ -^ i) (^ - iï 

ou i est nul ou entier, ; et p nuls ou entiers et positifs Si l'on 
désigne par N_tj,p un pareil nombre, on démontre aisément 
que ce nombre est nul s'ij + p — i est négatif ou impair, et 
égal à l'unité si^ + p — i = o. Si t chango de signe, N_ij,p con- 
serve la même valeur numérique, mais change de signe si p 
ou i — i est un nombre impair. On a, entre trois nombres de 
Cauchy, la relation suivante 

qui est analogue à une formule de combinaisons bien connue, 

de même 

N-i,j,p = N_i+ij,p_i — N_i_i^-,p_i. 

Nos lecteurs pourront encore vérifier que 

i J — I 

^ N P- ' N 



j + I ^ "^ ; + I 

On a enfin 



(•) La déflnilion un pea différente donnée par Cauchy se ramène 
.pidement à ceUe donnée ici. Voir Tarticle de Bourget dans le Journal 



ra^ 

de LioJivUle ^annéc 1861). 



* 



(■ 
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d'où l'on tire 

On retrouve donc les nombres figurés comme cas particu- 
lier. La relation donnée plus haut entre les nombres de Cau- 
chy, qui correspondent à des valeur de p différant d'une unité, 
permet de construire des tables renfermant tous les nombres 
de Gauchy : la loi de formation est analogue à celle du trian- 
gle arithmétique de Pascal. 

Des nombres de Gauchy, Bourget passe à des nombres qui 
comprennent, comme cas particulier, les transcendantes de Bes~ 
sel. Ges nombres, que nous désignerons par la notation (/, n)i 
s'obtiennent en prenant le coefficient de a;* dans le dévelop- 
pement de 

X- + - j . t~^^-~^ 

Pour/ = 0, on retrouve les transcendantes de Bessel.Voici les 
propriéti^s des nouveaux nombres : 

Première propriélé: (j, n)» — ^ \ 2 / N.^^p 

n=o p\ 

Deuxième propriété: (/, n)i = (/ — i, n)i_i + (; — i, w),+i 

Troisième propriété : Si i change de signe, (j, n)i garde la 
même valeur numérique, mais il change de signe si y — i est 
impair. 

Quatr'ème propriété : Si n change de signe, (j,n)i garde la 
même valeur numérique, mais il change de signe si ; — i 
est impair. 

Cinquième propriété : (j,n)i n'est pas modifié si i et n chan- 
gent tous deux de signes. 

Sixièm^e propriélé : 

0'-+- 2,n),= ^0* + i,n), -«^ [(;»,_! - 0»,+i] 

2 2 

Septième propriété : 

(t) 



Le mémoire que nous venons d'analyser se termine jar 
une application, des nombres deCauchyet des transcendantes 
de Bessel généralisées, au problème de Kléper. Peu de temps 
après, Bourget fit paraître dans le tome VII des Atinales de 
rObservaloiî^e un imporlant mémoire qu'il nous est impos- 
sible d'analyser ici et oii il appliquait les recherches précé- 
dentes au développement delà fonction perturbatrice et de 
ses dérivées. S'inspirant des idées de Cauchy, il donna le 
moyen de calculer un terme quelconque de ce développement 
en fonction des transcendantes de Bessel gétéralisées : les 
résultats obtenus par une méthode plus rapide que celle de 
Cauchy présentent aussi plus de symétrie et de régularité, 
grâce à Tinlroduction de ces transcendantes. 

Signalons, en passant, une remarquable relation donnée par 
l'auteur entre les nombres de Cauchy et les coefficients 6 de 
Laplace: on sait qu'on appelle ainsi les coefficients des cosi- 
nus des multiples de l'argument dans le développement de 

(i -h a" — 2a ces u)~'. 

Si l'on appelle b'J^^ le coefficient de cos pu, on a 

Enfin, dans un dernier mémoire, paru en 1873 dans le 
Journal de mathématiques pures et appliquées, Bourget étendit 
les formules qu'il avait données pour les perturbations des 
petites planètes au cas des planètes ordinaires. Ce travail, 
excessivement intéressant, contient des formules simples et 
élégantes dans un problème d'aspect compliqué : il introduit 
de nouvelles transcendantes dont Bourget donne l'expression 
en fonction des précédentes; mais, comme le dit l'auteur lui- 
même, ce sont plutôt des recherches spéculatives que des 
travaux d'un intérêt pratique, car les théories des planètes 
ordinaires sont bien près d'être achevées aujourd'hui. 

Tout en s'occupantde Mécanique céleste, Bourget avait abordé 
une autre étude non moins ardue. Ses travaux de Physique 
mathématique constituent un vaste ensemble dont nous ne 
pourrons même pas donner un aperçu dans le cadre de ce 
journal. Un premier groupe de Mémoires ou Notes insérés 
dans -'es Comptes rendus, dans les Annales de physique et de 
chimie y dans le Journal de LiouvUle et dans les Annales de 
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rÉ':ole Normale a pour objet la thermodynamique : démon- 
stration nouvelle de la formule de Laplace relative à la détente 
des gaz, recherche de Téquivalent mécanique de la chaleur 
queTauteur trouve égal à 425^"* environ, campagne passionnée 
en faveur des moteurs à air chaud appuyée sur des expé- 
riences faites en collaboration avec M. iJourdin. Les démon- 
strations de Bourget sont devenues classiques et nos lecteurs 
pou rroQt trouver dans le Dictionnaire des Mathématiques àppli- 
çuJe5, par Sonnet, à VdiTlicle Équivalent mécanique de la chaleur^ 
une analyse détaillée d'un mémoire de Bjurgel. C'est que la 
clarté était si principale qualité ; mais il possédait aussi un 
esprit très critiqué. Pour n'en citer qu'un exemple, dans un 
de ses mémoires, Bourget émet des doutes sur le principe de 
Glausius: « // est impossible que la chaleur passe dun corps 
dans un autre plus chaud », et s'astreint à se passer de ce prin- 
cipe dans ses démonstrations. 

Mais ce sont surtout les travaux d'Acoustique de Bourget 
qui attirèrent sur lui l'attention du monde savant. Savart 
avait émis l'assertion qu'une membrane convenablement ten- 
due peut vibrer à l'unisson de tous les sons produits au-des- 
sus d'un certain son fondamental. Cette assertion était en 
contradiction flagrante avec les conclusions auxquelles Pois- 
son et Lamé étaient arrivés par la théorie. Bourget fit d'abord, 
aidé par Félix Bernard, des expériences sur les membranes 
carrées et non seulement démontra que la théorie avait rai- 
son contre Savart, mais encore trouva la cause des erreurs 
de l'illustre physicien. Seulement, des anomalies rencontrées 
dans le cours de ces expériences l'engagèrent dans une série 
de belles études d'abord sur les membranes circulaires (son 
Mémoire sur ce sujet reçut de l'Académie les honneurs de l'in- 
sertion dans le Recueil des savants étrangers), puis sur les cordes 
hétérogènes : voici comment Bourget fut conduit à ce dernier 
travail. L'expérience révélait de grandes différences entre les 
intervalles musicaux observés pour deux figures nodales 
déterminées et les intervalles calculés: il pensa que la diver- 
gence pouvait provenir de ce que les bords du cadre ne sont 
jamais parfaitement immobiles et, comme le calcul était trop 
ardu dans ce cas, il se dit que les mêmes causes devaient pro- 
duire sur des cordes des effets analogues et fit le calcul sur 
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les cordes. Imaginons une corde formée de trois parties, diver- 
ses de nature, cherchons le mouvement vibratoire de leur 
ensemble, puis supposons les cordes extrêmes trës-petites, 
nous formerons un type théorique qui peut être con sidéré comme 
très rapproché d'une corde vibrante dont les points d'attache ne 
seraient pas absolument fixes. Un important mémoire, publié 
dans les Annales de rÉcole Normale^ contient la théorie de ce 
mouvement et donne les résultats de nombreuses expériences, 
résultats dont Taccord avec la théorie est remarquable. Mais 
une conséquence inattendue se dégagea de cette étude; les 
écarts produits par la non-fixité des points d'attache de la corde 
furent en sens inverse de ceux observes dans le cas des 
membranes . Bourget en a conclu que la mobilité du cadre 
qui soutient la membrane n'est pas la cause de l'anomalie 
observée : il serait permis de se demander si cette extension 
des cordes aux membranes est légitime; Bourget a répondu 
indirectement à cette objection en découvrant la cause cher- 
chée dans la résistance de l'air aux mouvements vibratoires. 
Admettant comme l'hypothèse la plus simple que cette résis- 
tance est proportionnelle à la vitesse de la molécule vibrante, 
hypothèse d^ailleurs conforme aux calculs de M. Montier fon- 
dés sur la théorie mécanique de la chaleur, il calcula l'effet 
de cette perturbation et parvint à la loi suivante: « Quand une 
membrane vibre dans un milieu résistant au lieu de vibrer dans le 
vide, les carrés des nombres de vibrations des divers sons qu'elle peut 
rendre sont diminués d'une quantité constante^ et les lignes noda- 
les ne sont pas altérées. » La quantité constante étant détermi- 
née par une expérience, on put calculer les intervalles cor- 
respondant aux différents aspects de la membrane, et, cette fois 
enfin, l'expérience et la théorie furent d'accord. Bourget éten- 
dit bientôt son analyse aux tuyaux sonores et reconnut que 
la loi précédente s'y applique. Enfin, en 1872 et 1873, il pu- 
blia deux mémoires l'un sur le son que produit dans un tube 
cylindrique fermé un ébranlement en un point de la masse 
d'air intérieure, l'autre sur des expériences de Pinaud rela- 
tives aux sons rendus par un tube thermométrique dont la 
boule chauffée est ensuite refroidie graduellement. Dans l'un 
et l'autre de ces mémoires, Bourget rend compte entièrement 
par le calcul des phénomènes observés. 
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" En dehors de ces longues études, l'activité de Bourget 
s'était portée de divers côtés : ainsi la théorie des nombres 
l'avait souvent occupé. Nous pouvons signaler en particulier 
ses recherches sur la classification des permutations denobjets. 
Mais son plus important mémoire a paru dans le Journal des 
Mathémathiques pures et appliquées (i: VIII de la 3"® série) : 
il a pour objet le problème connu sous le nom de « Battements 
de Monge ». Étant donné un jeu de cartes renfermant un 
nombre pair de cartes, prenons la première, mettons dessus 
la deuxième, dessous la troisième, dessus la quatrième, des- 
sous la cinquième et ainsi de suite. Quand tout le jeu sera 
épuisé, nous aurons effectué un battement : recommençons 
l'opération un certain nombre de fois, il est évident qu'après 
un nombre de battements, qui dépend du nombre de cartes du 
jeu, on retrouvera la disposition primitive. Suivre une carie 
déterminée, indiquer sa place après n battements, dire au 
bout de combien de battements elle reprendra sa première 
place, désigner les cartes qui conservent leur rang, etc., on 
voit la multiplicité des problèmes auxquels ces battements 
peuvent conduire. Bourget les résout avec une élégance et 
une simplicité remarquables ; il démontre aussi un certain 
nombre de théorèmes nouveaux sur ces battements. 

A côté des travaux scientifiques de Bourget, mais non au- 
dessous, il faut placer ses ouvrages didactiques. Là encore,son 
œuvre est remarquable et nous retrouvons ses qualités de 
chercheur. Il écrivait ses livres, non comme des manuels de 
préparation aux examens, mais parce qu'il avait des idées ori- 
ginales à exposer. Sa Géométrie analytique, d'ailleurs un peu 
pénible à lire à cause de l'emploi constant du calcul, contient 
des théories qui n'étaient pas alors et qui ne se trouvent pas 
encore dans les ouvrages analogues, les coniques sphériques, 
les surfaces homofocales, les coordonnées elliptiques, etc. Son 
Arithmétiqueetson Algèbre sontdictéespar le même espritphi- 
losophique que nous avons déjà eu l'occasion de signaler. Tout 
récemment encore, notre collaborateur, M. de Longchamps, 
analysait dans ce journal sa nouvelle Table de logarithmes qui 
est une protestation du bon sens contre la routine. Mais sa 
principale création dans cet ordre d'idées est (1877) le Jour- 
nal de Mathématiques Elémentaires fondé avec la coUaboratiou 
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de MM. Morel et Cochez ; nos lecteurs savent comment le 
journal s'est, peu à peu, vu forcé d'élargir son cadre et même 
de se dédoubler sous l'impulsion de MM. Kœhler et de Long- 
champs. Mais ils ne doivent pas oublier qu'à l'époque où 
Bourget cherchait un nouveau moyen de répandre ses idées 
et de provoquer les recherches des jeunes élèves sur les sujets 
ordinaires de leurs études, il était permis de se demander si 
cette tentative n'était pas trop hardie et s'il existait un public 
pour un journal aussi élémentaire. Le succès donna raison à 
l'optimisme du fondateur qui, d'ailleurs, ne put pas longtemps 
jouer un rôle actif dans la direction de son journal. Appelé 
au Rectorat d'Aix, il dut se consacrer tout entier à l'admi- 
nistration : à partir de ce moment, il ne put plus beaucoup 
écrire. Cependant ses fonctions mêmes l'amenèrent à s'occu- 
per plus particulièrement de l'enseignement spécial que l'on 
s'efforçait à cette époque de développer au détriment de l'en- 
seignement classique ; il publia alors plusieurs ouvrages des- 
tinés aux élèves du nouvel enseignement, cherchant à présen- 
ter sous une forme simple et à réduire au plus petit nombre 
possible les notions scientifiques qui, dans l'enseignement clas- 
sique, reçoivent une extension chaque jour plus considérable. 
Son œuvre, comme on le voit, fut considérable : thèses et 
mémoires de hautes mathématiques, ouvrages pour l'ensei- 
gnement classique, petits traités pour l'enseignement spécial, 
il s'est occupé de tout et a laissé partout la trace de son esprit 
ingénieux et méthodique. Le Journal fie Mathématiques peut 
s'honorer d'avoir eu un tel fondateur auquel nous aurions dû 
en tout cas rendre hommage, quand nous n'aurions pas éprouvé 
pour lui une affection cimentée par seize années de bonnes 
relations. 
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